Chapitre X
Intégrale généralisée
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Dans ce chapitre, K désigne le corps R ou C; les intervalles considérés sont supposés d’intérieur non
vide et a désigne un nombre réel.

Partie A

Intégrale généralisée sur [a, +oo|

1. Généralités
a. Définitions et exemples

Définition 1., Intégrale convergente
Soit f € Cpm([a, +oo], K).
z +oo +o0
Si la limite 1ir£ / f existe et est finie, on note / f ou encore / f(t)dt cette quantité,
Tr—r+00 a a a

pe. : /:mf(t)dt: - /:f(t)dt.

T—r+00

+oo

Dans ce cas, on dit que / f converge.
a

—+oo
Dans le cas contraire, on dit que / f diverge.
a

Proposition 1.

+oo
Soit f € C([a,400[,K) et F une primitive de f. L’intégrale / f converge si, et seulement si
a

F admet une limite finie en +o0o. Dans ce cas, on a :

+oo
/ f®)dt = lim F(x)— F(a).

T—+00

Exemple 1.

+oo +oo 1
1. Soit a > 0. Alors / e~ *'dt converge et on a / e dt = —.
0 0 «a

+oo
2. L’intégrale / cos(t)dt diverge.
0



En effet, pour # € R, [ cos(t)dt = sin(z) ; or sin ne posséde pas de limite quand
tend vers +oo0.

Exercice 1.

Discuter de la convergence des intégrales suivantes et en cas de convergence, déterminer la valeur
de l'intégrale :
+oo +oo +oo 1
——dt te'dt In(1+—)dt.
0 14 ¢2 0 1 2

Exercice 2.

1. Donner un exemple de fonction f : [1,4+o0o[— R4 continue telle que lim;_, o f(¢) = 0 et
—+ o0
telle que / f diverge.
1
2. Donner un exemple de fonction f : Ry — R, continue telle que f n’est pas bornée et telle

—+o0
que / f converge.
1

1
1. On peut considérer la fonction f: ¢ — o En effet, on a lim¢—, o, f(t) =0 et

x
/ f@®)dt = [In(¢)]] = In(z) ——— +oo.
1 r—+o00
2. On peut considérer la fonction f: R, — Ry définie par :
— pour n € Nx, f est affine sur :
e lintervalle [n — 55, n] avec f(n— 2=) =0et f(n) =n+1;
e lintervalle [n,n + =] avec f(n) =n+1et f(n+ 5) =0;
1 1

— f(t) =0 pour tout t € Ry \ g*[n— gt 27]

Alors f est continue et non bornée sur R,. De plus, on a, pour n € N* :
n g n+1
t)dt = .
[ rwar =25

— 5w

Ona,pourx€R+etn€N*telquen+%>:c:

@ g k41 XRk+1
< = < —3.
/Of(t)dt_/o ftydt = o <> o =3

k=1 k=1




Ainsi la fonction F' : z — fom f(t)dt est majorée sur R, et, de plus, la fonction f étant
positive, la fonction F' est croissante sur R . Il en résulte que F' admet une limite finie en

+oo
+00 et donc / f converge.
0

—+o0
2’ n ’ . BN
Aparté - calcul de g on grace aux séries entiéres :

n=1

On remarque que la série entiere Z(n + 1)z™ a pour rayon de convergence 1 et
n>1
—+oo
on remarque que, pour S : T — Z(n + 1)z"™ la somme de cette série entiére,
n 1 n=1
n

Le rayon de convergence de la série entiere étant 1, la somme S est intégrable sur
tout segment de | — 1, 1] et de plus, on a, pour tout t € [0,1] :

t +oo .t
/ S(x)dx = Z/ (n+ 1a"dx
0 ne10
+oo
= Z [J:"Jrl]é dx
n=1
+oo “+o0
— Z tn+1 — Ztn
n=1 n=2
+oo
=-1-t+) t"
n=0

1

t
:—1— _—
/OS(x)dx t+1—t

Par suite, on a, pour tout ¢ € [0, 1] :

d [ d 1 1

Il en résulte que
+oo

n+1 1 1
> o =5() =1+ —15 =3.

n=1

Pour un calcul plus aisé, on aurait pu prendre f affine sur lintervalle [n — 4%,71] avec
f(n—4%) = 0et f(n) = 2"; affine sur l'intervalle [n,n+ ] avec f(n) = 2" et f(n+ ) =0,
et f nulle partout ailleurs.



b. Intégrales de Riemann en +oco

Proposition 2.| [ntégrale de Riemann en +oo

“+o0
Soit a € R. Alors / t—adt converge si, et seulement si, o > 1.
1

+o00
Pour a =1, / gdt (voire la correction de l’exercice précédent).
1

Pour a# 1, on a :

1 e (1—a)te=t ] l-a)zet 1-a | — H =~ gia>1.

c. Propriétés de l’intégrale généralisée sur [a, +oo[

Proposition 3.| Relation de Chasles

—+oo
Soit f € Cpm([a,+00[,K) et b € [a,+o0[. Alors l'intégrale / f est convergente si, et seule-

a

+oo
ment si, / f est convergente. Dans ce cas, on a :
b

/:OO F(t)dt = /ab F)dt + /:OO F(t)t.

Proposition 4. | Linéarité de l'intégrale généralisée

+oo +oo
Soit f,g € Cpm([a, +0oo[,K) et A\, u € K. Si les intégrales / /et / g convergent, alors

—+oo
lintégrale / (Af + pg) converge et on a :
a

+00 —+o0 +oo
/ (\f -+ pg) (D)t = A / F)dt+p / o(t)dt.



Exercice 3.

Déduire de la proposition précédente que ’ensemble des fonctions f continues par morceaux telles

—+00 —+o0
que / f converge est un espace vectoriel sur K. Que dire de 'application f +— / f?
a a

Proposition 5. | Positivité et croissance

400 400
Soit f,g € Cpm([a, +o0o[,R) telles que / f et / g convergent.
—+oo
— Si f est positive (i.e. pour tout ¢ € [a,+o0[, f(t) > 0), alors / f(®)dt > 0.

—+oo +oo

— Si f < g (i.e. pour tout t € [a, +oo[, f(t) < g(t)), alors / f)dt < / g(t)dt.

a a

| Théoréme 1.

—+oo
Soit f € C([a,+o0[,R) une fonction continue et positive sur [a, +o0o[. Alors / f®)dt=0

a
si, et seulement si, f = 0.

Proposition 6.| Dérivation

+oo
Soit f € C([a,+oo[,R) une fonction continue sur [a, +o00[ telle que / f converge. Alors

Papplication de ¢ : [a, +oo[— R définie par :

+oo
QT / f)de

est de classe C* sur [a, +oo] et on a ¢/ = —f.

2. Intégrale généralisée de fonctions positives

Proposition 7.

Soit f € Cpm([a, +oo[, R) une fonction positive.

—+o00 x
— L’intégrale / f converge si, et seulement si, la fonction F' : x — / f(t)dt est majorée
a a

sur [a,4+oo[. Dans ce cas, on a :

/a+<><> flt)dt = sup [/aw ft)dt.

z€la,+o0o



+oo
— L’intégrale /

a

x
f diverge si, et seulement si, lim / ft)dt = +o0.
r—+00 a

,(Théoréme 2.) Comparaison

Soit f,g € Cpm([a, +oo[,R) des fonctions positives.
i) On suppose qu'il existe A > a tel que, pour tout t > A, f(¢) < g(¢).

—+oo +oo
— Si / g converge, alors / f converge.
a a

+oo +oo
— Si / f diverge, alors / g diverge.
a a

+0o0 +oo
ii) On suppose f = 0(g) (ou f = o(g)) en +oo. Si / g converge, alors / f converge.

+oo +oo
iii) On suppose f ~ g. Alors / f et / g sont de méme nature.
x oo a a

-+

Exercice 4.

Etudier la convergence des intégrales suivantes :

+oo s
t*+1
1. /C; ?ﬂfﬂ——l—Sdt pour «, B € R.

“+o0
2. / t*e~tdt pour o € R.
0

+oo 1
. — R.
3 /0 1 (n(t))? dt pour o, 8 €

3. Intégrabilité

Définition 2. Intégrabilité

+oo
Soit f € Cpm([a,+oo[,R). On dit que f est intégrable sur [a, +oo[ ou que / f est abso-

a

—+oo
lument convergente si l'intégrale / | f] est convergente.
a

+oo
Soit f € Cpm([a, +oo[,R). Si f est intégrable sur [a, +oo[, alors / f converge.

a




Exercice 5.

+oo ;
t t
Déterminer la nature de / sin(?)
1 Sh(t)




Partie B

Intégration sur un intervalle quelconque

Dans cette partie, a,b désignent des réels tels que a < b.

1. Intégrale généralisée sur | — oo, d]

Définition 3.| Intégrale convergente sur | — oo, a)

Soit f € Cpm (] — 00, a], K).
Si la limite hm / f existe et est finie, on note / f ou encore / f(t)dt cette quantité,

— 00

x — 00

ie. :

| swie= i [ s

r—r—00
a
Dans ce cas, on dit que / f converge.
—00

a
Dans le cas contraire, on dit que / f diverge.
— 00

Remarque 1.

+o0
Les propriétés de l'intégrale / sont analogues a celle de 'intégrale / et on les démontre

— 00 a

a

sans difficulté en remarquant qu'en posant f : ¢ — f (—t), on obtient les propriétés suivantes :
— si f € Cpn] ,a],K) alors f € Cpm([—a, +00],K);

— les intégrales / f et / f sont de méme nature;

— en cas de convergence, / ft)dt = / f(t)dt.
—o0 —a

Exercice 6.
0

Soit o € R. Etudier la convergence de l'intégrale / e dt en fonction de a.

— 00

2. Intégrale généralisée sur |a,b] ou [a,b]



Définition 4. Intégrale convergente sur [a, ]

Soit f € Cpm([a, b, K).

x

b b
Si la limite lin%) f existe et est finie, on note / f ou encore / f(t)dt cette quantité, i.e. :
r—r a a

a

/abf(t)dt = lim /j Ft)dt.

b
Dans ce cas, on dit que / f converge.
a

b
Dans le cas contraire, on dit que / f diverge.
a

Remarque 2.

On définit de maniére analogue l'intégrale sur un intervalle du type |a, b].
Tous les résultats de la partie précédente sont facilement adaptables aux cas des intégrales sur
la, b] et sur [a, b[.

Définition 5. Intégrabilité

b
Soit f € Cpm(Ja,b],R). On dit que f est intégrable sur ]a,b] ou que / f est absolument

a

b
convergente si I'intégrale / |f] est convergente.
a

Exemple 2.
1 1
— L’intégrale/ In(t)dt converge et / In(t)dt = —1
0 0

1
1
— L’intégrale / Edt diverge
0

Proposition 8. | Intégrales de Riemann

b b
1
Soit o € R. Les intégrales / 7(b e dt et /

—dt convergent si, et seulement si, o < 1.

1
(t—a)
Corollaire 1. Intégrale de Riemann en 0

1
1
Soit a € R. Les intégrales / t—adt converge si, et seulement si, a < 1.
0

10



e Sia=1,pour0<z<1,ona:

/ 1 %dt = [In(t)]} = —In(z) —— +o0

z—0t

1
1
donc / ;dt diverge.
0

e Sia#1l,ona,pour0<z<1:

1
1 1 — sia<1
/1dt—|: 1 :| = 1 — 1 z—0t 1 —«
z ¢ (1 —a)te—t . l—-« (I-a)zet | — & 10 sia > 1.
z—0+
, 1 . .
Il en résulte que t—adt converge si, et seulement si, a < 1. O
0

Exercice 7.

b
1. Soit f € Cpm([a,b],K). Montrer que si f est bornée, alors / f est convergente.

2. Etudier la nature des intégrales suivantes :
1,3 1 1
t In(1+t¢ 1
/ ———dt / n(1+4) 4 / sin(=)dt.
0o t241 otV 0 t

3. Intégration sur un intervalle ouvert

Dans ce paragraphe a, b peuvent étre égaux a —oo et +00 respectivement et on s’intéresse aux intégrales
sur l'intervalle ouvert ]a, b[.

Définition 6. | Intégrale convergente sur [a,b]

Soit f € Cpm(Ja, b[,K).
b
S’il existe ¢ €]a, b| tel que / fet / f convergent alors on note / f ou encore / f(t)dt la

/fdt/fdt+/f

Dans ce cas, on dit que 'intégrale / f converge.
a

quantité :

Dans le cas contraire, on dit que I'intégrale / f diverge.

11



(Proposition 9.]

b c b
Soit f € Cpm(]a,b],K). Si / f converge, alors, pour tout ¢ €]a, b], / f et / f convergent et

/abf(t)dt _ /acf(t)dt + /cbf(t)dt.

on a :

(Proposition 10.)

b
Soit f € C(Ja,b[,K) et F une primitive de f sur ]a, b[. L’intégrale / f converge si, et seulement
a

si, la fonction F' admet des limites finies en a et b. Dans ce cas, on a :

t—a

/ ’ F(@)dt = lim F(t) = lim F(2).

Exercice 8.
————

Etudier la convergence des intégrales suivantes :

[ v [

2 -1

12



Partie C

Propriétés de l'intégrale généralisée

Dans cette partie, I désigne un intervalle quelconque (ouvert, semi-ouvert ou fermé, de longueur finie ou
infinie) de R d’intérieur non vide et on note a et b ses extrémités (possiblement infinies).

1. Propriétés de I’intégrale
a. Espace de fonctions continues par morceaux intégrables

Proposition 11.

L’ensemble E = {f € Cp,(I,K) | f est intégrable} est un espace vectoriel sur K et I’application
f = | f est une forme linéaire sur F.

I
De plus, cette application est positive et croissante.

b. Inégalités

Proposition 12.| Inégalité triangulaire

Soit f,g € Cpm(I,K) des fonctions intégrables. Alors

/1 () + g(t)ldt < / @)+ / l9(t)dt.

Proposition 13.

Soit f € Cpm(I,K) une fonction intégrable. Alors
[ s < [ 1

c. Séparation

Proposition 14.| Séparation
Si f est une fonction continue, positive et intégrable sur I, alors

/f(t)dt = 0 si, et seulement si, f = 0.
I

13



d. Relation de Chasles

Proposition 15.

Soit f € Cprm (I, K) une fonction intégrable. Alors pour tout a,b,c € I on a :
c b c
/ fdt = / ft)de +/ ft)dte.
a a b

2. Calculs d’intégrales

a. Intégration par parties

Notation 1.

Soit f € C(I,K) et F une primitive de f sur I. On note

[F(t)]” = lim F(t) — lim F(t)

t—b t—a

lorsque ces deux limites existent.

Proposition 16.| Intégration par parties

Soit f,g € C'(I,K). Si la fonction produit fg admet des limites aux bornes a et b de I, alors

les intégrales [ fg' et / f'g sont de méme nature. De plus, en cas de convergence, on a :
I I

/ £ (0g(t)dt = [f()g ()] — / F(t)g'(t)dt.

Exercice 9.

+oo s
t
1. Justifier la convergence de / S“ﬂ;ﬁdt
0

1 2
In(1—t¢
2. Justifier la convergence puis calculer / %dt.
0
+oo 1
3. On note, pour n € N*, [,, = / ————dt.
Y 0o @1

i) Justifier existence de I,, pour n € N*.
ii) Soit n € N*. Déterminer une relation entre I,, 41 et I,,. En déduire I,,.

b. Changement de variable

14



Dans ce paragraphe, on considere —oo < a < 8 < +o0.
Proposition 17.| Changement de variable

Soit f € C(Ja,b[,K) et ¢ :]a, B[—]a, b[ une fonction de classe C*, bijective et strictement mo-

b B
notone. Alors les intégrales / f)dt et / (fo)(u).¢'(u)du sont de méme nature. En cas de

convergence, on a :

b B
— sl ¢ est croissante : / ft)ydt = / (f op)(u).’ (u)du;

b «
— si ¢ est décroissante : / ftdt = /5 (f o )(u).¢' (u)du.

Exercice 10.

In(t)
1+12

+oo
Justifier la convergence de l'intégrale / dt puis la calculer grace au changement de
0

variable u = %

3. Intégration des relations de comparaison

Proposition 18.

Soit f € C([a,b],K) et g € C([a,b],R) une fonction positive. On suppose f = O(g).

b
e Si / g converge, alors f est intégrable sur [a,b] et on a :
a

b b
/ f)dt=0 (/ g(t)dt) quand z — b

b
e Si / g diverge, on a :
a

/aw ft)ydt =0 (/: g(t)dt) quand x — b

Ce résultat est toujours vrai lorsqu’on remplace les O par o.

Exercice 11.

* etz T
1. Montrer que en 400, / t—th =o0 (/ e dt).
1 1

x
2. En déduire un équivalent simple de / e’ dt en 400 (utiliser une IPP).
1

15



(Proposition 19.]

Soit f € C([a,b[,K) et g € C([a,b[,R) une fonction positive. On suppose f(z) (z).

~Y
z—b g

b
e Si / g converge, alors f est intégrable sur [a,b] et on a :

/:f(t)dt ~ /:g(t)dt.

b
e Si / g diverge, alors f n’est pas intégrable sur [a,b] et on a :
a

/a "t ~ / " (.

16



Partie D

Suites et séries d’'intégrales

Dans cette partie, I désigne un intervalle d’intérieur non vide.

1. Théoréme de convergence dominée

,(Théoréme 4.) Théoréme de convergence dominée

Soit (fn)nen une suite de fonctions de C,,, (I, K). Si les propriétés suivantes sont vérifiées :

e la suite (f,)nen converge simplement vers une fonction f et f appartient a Cp, (I, K);

e il existe une fonction g intégrable sur I qui domine tous les f,, i.e. pour tout n € N,
pour tout t € I,
[fn(®)] < g(t) hypothése de domination

alors, les f, et f sont intégrables sur I et on a :

Jim [ rwar= [ (e [ o

Exemple 3.

sin(nzx)

“+oo
Les intégrales I, = —
e€s mtegrales 1 /0 1—|—n2m2

dx sont bien définies et I,, —— 0.
n——+o0o

Exercice 12.

Justifier Pexistence des intégrales I,, et calculer la limite de la suite (I,,) pour :

+oo 1
1. I, :/ ——dt.
0 1442 4 tnet

+o00 1
2. I, :/ ——dt.
o (L—tm)w

Remarque 3.

Attention, I’hypothése de domination est essentielle ! Par exemple, la suite de fonctions suivante
converge simplement vers 0, mais la limite des intégrale n’est pas nulle!

sur [0,1[, f.(t) = n*t" "L

17



2. Intégration terme a terme d’une série de fonctions

,(Théoréme 5.) Intégration terme d terme

Soit Y f, une série de fonctions de Cp, (I, K). Si les propriétés suivantes sont vérifiées :

e pour tout n € N, f,, est intégrable sur I ;

e la série de fonctions Y f, converge simplement sur I et sa somme S appartient &
Com(I1,K);

e la série numérique E ( / | fn|> converge,
I

alors, St Y% f,(t) est intégrable sur I et on a :

J(E#)=E([x)

n=0

|

Trés souvent on utilisera ce théoréme pour calculer lintégrale d’une fonction f que l'on peut (en
partie) développer en série entiére :

Exemple 4.
1 2
1 _
Ona/ n(t) gy _
o 1+t 12

18



En effet, cette intégrale existe car, f : t —
t €]0,1],

est continue sur |0,1| et pour tout
T+ i 10,1] et p

In(t)
—=| < |In(t)].
T < ()
Or In est intégrable sur ]0,1]; donc f l'est aussi.
On a, pour ¢t €]0, 1],

In(t) <X

T > (=1 " In(t).

n=0
Ainsi, on pose, pour n € N, f,, : t — (—=1)"t" In(t).

e On a, pour tout n € N et tout ¢ €]0,1], |f.(¢)] < |In(¢)| donc f,, est intégrable sur
10, 1.

In(?)

e > f, converge simplement sur I vers ¢t — Ttz qui est continue sur |0, 1].

e Soitne€N. On a:

/01|fn(t)|dt _ —/Oltnln(t)dt

PP tn-‘rl
a [n +1

1
(n+1)2"

est une série numérique convergente (série de Rie-

1 1 m
ln(t)] + / dt
0 0 n -+ 1

Donc, 32 [ |fal = 2

mann avec 2 > 1).

(n+1)?
Les hypothéses du théoreme d’intégration terme & terme sont donc vérifiées, d’ou
1 +oo .1
In(t)
—=dt = —1)"t" In(t)dt
| e = X [ oreme
n=0

=~ (D
(n+1)?

(]

T

(Cette derniere égalité peut étre obtenue en effectuant une sommation par paquets sur les
. . . . a . +o00 1 7T2
nombres pairs et impairs pour faire apparaitre une relation avec la somme ) "™ Rl
n

19



Exercice 13.

1
In(¢
1. Calculer/ ﬂdt.
O ].

+oo 2

t

2. Calculer / . 1dt en fonction de ((3).
o € -

2

2. On note f : x T Pour t > 0, on a e~ €]0,1[, d’ou :

et —
1

1—et
+oo

— t267tz (eft)"

n=0

+o00
= Z 2o~ (nt1)t
n=0

ft) = t%et

On pose alors f, : x — t2e~ ("Dt

e pour n € N| f,, est continue sur [0, +oo[ et on a f,(t) = z—»o-s-oo(ti?)’ donc f,, est intégrable
sur [0, +o0l.

e > fn converge simplement sur R* vers f qui est continue sur R .

e La série numérique » fOJrOO | frn| converge car, en effectuant deux IPP, on obtient ’éga-
lité :

—(n + —(n + _(n +
/+°° oDt gy _ {,L} T [,&] Ty [fu} T__2
@ n+1 |, (n+1)2 |, (n+1)3 ], (n+1)3

2
et > CFE converge (série de Riemann)

Il en résulte que f est intégrable sur 0, +oo[ et on a :

too 42 +oo 9 ~+o00 9

n=0

20



Partie E

Intégrale dépendant d'un parametre

Dans cette partie, A désigne une partie d’un espace vectoriel normé E de dimension finie et I désigne un
intervalle d’intérieur non vide de R.

1. Limite d’une intégrale & parameétre

On suppose que A est un intervalle de R.

Soit f: A x I — K une fonction et a une extrémité de l'intervalle A. Si f vérifie les propriétés
suivantes :

e pour tout x € A, f(x,-) : t = f(x,t) est continue par morceaux sur I ;

e pour tout t € I, f(-,t) : * — f(x,t) admet une limite en a et application h : ¢ —
lim f(z,t) est continue par morceaux sur I ;
r—a

e il existe une fonction g : I — R positive et intégrable sur I telle que, pour tout
(x,t) e AxI:
|f(z,t)] < g(t), hypothése de domination

alors la fonction h est intégrable sur I et on a :

lim </1 f(x,t)dt) - /1 (iigz f(m,t)) dt.

Exercice 14.

Justifier, pour tout x € R, 'existence de

“+o00 1
Iz) :/0 Trmarm™

et calculer lim,_, o I(2).

2. Continuité d’une intégrale a parametre

,(Théoréme 7.) Théoréme de continuité d’une intégrale d paramétre

Soit f: A x I — K une fonction. Si f vérifie les propriétés suivantes :
e pour tout ¢t € I, f(-,t) : x — f(z,t) est continue sur A;
e pour tout « € A, f(x,-) : t = f(x,t) est continue par morceaux sur I ;

e il existe une fonction g : I — R positive et intégrable sur I telle que, pour tout
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(x,t) e AxI:
|f(z,t)] < g(t), hypothése de domination

alors la fonction F': z — /f(av7 t)dt est définie et continue sur A.
I

Exemple 5.  Transformée de Fourier

Soit ¢ : R — C une fonction continue par morceaux et intégrable sur R. On appelle transformée
de Fourier de ¢ et on note F(p) la fonction de R — C :

Flp):x— /ch(t)e_mtdt.

La transformée de Fourier de ¢ est bien définie et continue sur R.

Exercice 15.

xt

+oo -
e
Déterminer le domaine de définition de F' : x — / mdt et montrer que F' est continue
0

sur ce domaine.

Corollaire 2. FEztension du théoréme de continuité
On suppose ici que A est un intervalle de R. Si on a les mémes hypotheses que le théoréme
précédent en modifiant ’hypothése de domination par :

e Pour tout segment [a,b] de A, il existe une fonction ¢ : I — R positive et intégrable
sur I telle que, pour tout (z,t) € [a,b] x I :

|f($,t)| < g(t)7 hypothése de domination sur tout segment

alors la fonction F' : z — /f(as7 t)dt est définie et continue sur A.
I

Exercice 16.

“+o0
Déterminer le domaine de définition de F' : x +— / e~ *tdt et montrer que F est continue sur
0

ce domaine.

3. Dérivation d’une intégrale a parametre

On suppose que A est un intervalle de R.
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,(Théoréme 8.) Théoréme de dérivation d’une intégrale a paramétre

Soit f: A x I — K une fonction. Si f vérifie les propriétés suivantes :
e pour tout t € I, f(-,t) : &+ f(x,t) est O! sur A;
e pour tout z € A, f(x,-) :t— f(x,t) est intégrable sur I;

0 0
e pour tout v € A, 8—f(m, Vit a—f(:z:, t) est continue par morceaux sur I ;
x x
e il existe une fonction g : I — R positive et intégrable sur I telle que, pour tout
(x,t) € AxT:

of

a. at <gl(t )

0| <00

alors la fonction F': x — /f(a:7 t)dt est définie et C! sur A. De plus, on a, pour tout = € A :
I

Fl'(z) = %/If(x,t)dt:/l%(x,t)dt.

Remarque 4.

Dans le cas ou A est un intervalle de R, on peut de nouveau remplacer '’hypothése de domination
par 'hypotheése de domination sur tout segment pour obtenir la conclusion.

Exemple 6.

+oo
1
La fonction F' : z +— / e dt est C! sur R et vérifie I'équation différentielle y' = vl
0 X

1
Sachant que F(1) = f0+°° et dt = 5\/?, on obtient que, pour tout z € R*
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En effet, on a :

e pour tout z € RY, f(z,-) : t — e~ est intégrable sur [0, 400 car t — e
1
).

continue sur [0, +oo[ et en +00, comme x > 0, et = o(t—2
e pour tout ¢ € [0, +0of, f(-,t): x> e~ est C1 sur R% (et méme C*°);
of
(

" Oz
e (Domination) Soit a > 0. Pour tout x € R¥ et tout ¢ € [a, +oco[, on a :

2
—ot” st

e pour tout x € R x,)  t —t2e==t" est continue sur [0, +00[;

42 _ 9
|- 267 | < g(t) = 27,

Or la fonction g : [a, +0o[— R4 est intégrable sur [a, +00[ car elle est continue sur

1
cet intervalle et en 400, comme a > 0, t2¢~" = o(t—z) (car t2g(t) — 0).

Ainsi, d’apres le théoréme de dérivation des intégrales a parametre, pour tout a > 0, F'
est C' sur [a,+oo. Il en résulte que F est C' sur R% et on a, pour tout z € RY :

+oo —xt? e +o00 —zt?
—t - 1
Fl(z) = / S T < 3 . / C _dt=_F(z).
0 N o 2 9

2x
0
1
Ainsi, F est solution de I’équation différentielle 3’ = 2zY qui admet pour solutions y =
a5

=(~1).2t)e==t"

1
Cez In(@) Cﬁ pour C € R.

Orona:

donc

Exercice 17.

Etudier les fonctions suivantes :

+o00
1. Fix— / B cos(xt)dt En exprimant F’ en fonction de F', déterminer F.

+oo zact
2. G:x—
v / 1+ t3

oo s
t
3.H:x»—>/ S;n()dt.
R e 2

“+o0
4. Fonction Gamma. I' : z — / t*Letdt.
0
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4. Déterminons le domaine de définition Dr de I'. On pose f(z,t) = t*"le~t. Soit x € R.
x La fonction ¢ — t*~1e~" est continue sur 0, +o0].

* en 0 :
r,t) ~ t°7!
f( ) t—0+

Or, d’aprés le critéere de Riemann en 0, ¢ — t*~! est intégrable en 0 sin et seulement si,

x> 0. Donc t — f(x,t) est intégrable en 0 si, et seulement si, x > 0.
* en +oo :

On a t?t*le7* ——— 0, donc

t——+oo

1
_gx—1_—t __ -
f(.%',t)—t ¢ _t—>(-)‘roo (t2)
et, d’apres le critere de Riemann en +oo, ¢t — t% est intégrable en 4o0o. Ainsi, par
comparaison, t — f(z,t) est intégrable en +oo.
Il en résulte que t — f(x,t) est intégrable sur |0, +oo[ si, et seulement si, > 0.
Par suite, Dr =0, +-00[.

Montrons que I' est de classe C*° sur R*.
Soit k € N*.
e pour tout p € N et tout ¢ €]0, +oo[, z — f(x,t) est C>° sur R} et :
P

%f(x, t) = In(t)Pt" e .

9P
e Soit x € R% et p € N. La fonction ¢ — Wf(x,t) est intégrable sur |0, +oo|. En effet,
x

pour p = 0, on I’a montré lors de la détermination du domaine de définition, et pour
p=>1:
*x en 0 :
2@l ~ Im@pe
— f(x, ~ |ln
oxP t—0+

Orsiaz >1,2—1> 0 et donc lim |In(2)|Pt""t = 0 d’ott ¢t > |In(t)|Pt*~! est
t—0

intégrable en 0;
siO<x§1,0na%>Oet1—%<1d0nc:

72| In(t)|Pt*1 = ¢2|In(t)|P —— 0
t—0t

Donc,

ap x
@f(x, t)‘ = o0 (tlff) qui est intégrable en 0 d’apres le critere de Rie-

T todoo

2 fet)= o (2
oxP YT o+ L 2

et donc est intégrable en +oo.

mann en 0 car 1 — § < 1.
* en —+oo :

ak
e pour tout € R, ¢ +— Wf(:c, t) est continue par morceaux sur |0, 00| car continue
I

sur cet intervalle.
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e Soit a,b € R tels que a < b. Domination sur le segment [a, b]. Soit 2 € [a, b].

Alors, pour 0 < ¢t < 1, comme x — 1 >a — 1, t*~! < t*=! d’ot, pour ¢ €]0, 1],
(i)k
’Mf(xat)‘ < |In()|*¢e e
T

et d’aprés ce qui précede t +— |In(t)|Ft2~ e~ est intégrable sur 0, +ool.

D’autre part, pour 1 < ¢, comme x — 1 < b— 1, t*~1 < =1 d’ot, pour ¢ € [1, +o0],
ak
’akf(%t)‘ < |In(t)|*¢*"te™
x

et d’aprés ce qui précede t — |In(t)|FtP~Le~t est intégrable sur |0, +-o0].

Ainsi, la fonction
g:t |In(t)Ft* e~ 4 |In(t) kP te~?

est intégrable sur ]0, +o00[ comme somme de fonctions intégrables sur |0, 4+o0[ et on a,
pour tout ¢ €]0, +oo] :

8k
c’):rkf(x’t)‘ <g().
Par suite, d’apres le théoréme de dérivation des intégrales & parameétre, I' est de classe C*

sur tout segment [a,b] de R et donc I' est de classe C* sur R .
Ceci étant vrai pour tout k € N, I est de classe C°° sur R et on a, pour tout z € R} :

—+oo
r®(z) = / (Int)kt=tet,
0
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