Mathématiques spéciales le 17 Septembre 2017

Corrigé du devoir surveillé n°6

1. Exercices

Exercice 1. FE3A4 2013

— ~dr
1) a) Déterminer le rayon de convergence de la série entiére réelle - = .
) @) v & 2T
+DIG wzn
b) On note S(x) sa somme E . Préciser son ensemble de définition [.
'.‘I'J=E|2n + l

2)  a) Démontrer que la fonction x =+ x5(x) est dérivable sur I et donner une expression simple
de sa dérivée.

b} Déterminer deux nombres réels a et b tels que : ¥z € R\{1, -1},

en déduire que :

1 _a + b
1—-22 1—z 14z’

1 1
Ve e !, 25(z) =§ln(1tz).

1) a) Notons R ce rayon de convergence. Pour x € [—1, 1], le terme général de la série tend vers
0, donc R =1 ; mais ce terme diverge si |x| > 1, donc R < 1. Finalement,
b) On sait déjaque I contient]'ouvert]—1, 1, et que lasérie diverge pour |x| > L. Pour|x| =1,
le terme général de la série vaut 1/(2n+ 1), donc la série diverge ; par suite m

+ex n+l
2) a) Pour tout x€ I, xS(x) = E 3l ; cette fonction est donc la somme d'une série entiére
n=0

convergente sur I, le rayon de convergence de cette série vaut donc au moins 1. On sait

qu'alors la somme est dérivable sur I, et que la fonction dérivée s'obtient par dérivation
1

1—x?

d +oc
terme i terme. On a donc sur [ : H[xS{x]:] =) "= (série géométrique de
n=0

raison x2).
b) On trouve facilement que |@= b= 1/2 convient. |
Puisque xS(x) est la primitive de cette fonction qui s'annule en 0, on a effectivement

H_x)_

1
Vxel xS(x)= Eln[




Exercice 2. CCP 2011

2™
On considere la série de fonctions E FORRER
n2 —
n>2
1. Déterminer le rayon de convergence R de cette série entiere.

2™

2. On note S la fonction somme de la série Z
n>2

ST Déterminer S sur | — R, R|.

3. Démontrer que S(x) admet une limite lorsque z tend vers 1 par valeurs strictement infé-
rieures et déterminer cette limite.

2_
1. Soit, pour n > 2, a, = % OnaVn >2, a, >0 et aiil = (”:2111 ! p—— 1 donc,
selon la regle de D’Alembert, R = 1.
1 1 g : bn
2.Pour n > 1, an = 55 — ;57 = bn — cn ef, comme ci-dessus limp 400 52 =

lim —<a_ — 1 montre que les séries 3 ., L et 3. _, -£— ont aussi comme rayon
n—+4oo T = q n>2 n—1 n>2 nil Y
de convergence 1. On peut donc écrire, pour tout z €] — 1, 1[\{0},

=R o X IR gt IR gn-t WRam 1| R z?
soit Vz €] — 1,1[\{0}, S(2) = 1= In(1 — z) + 1 + £ et S(0) = 0.
3. Pour z €]0,1[, S(z) = 12 (1 — 2)In(1 — z) + 1 + £ donc lim,_,;- S(z) = 2.

2. Problémes au choix

Probléme 1.

Il est utile en physique, notamment pour étudier des spectres d’énergie ou pour décomposer un
signal périodique en harmoniques, de pouvoir écrire une fonction périodique en somme d’une
série de fonctions trigonométriques.

Nous allons nous intéresser a ’aspect mathématique de cette décomposition pour les fonctions
de période 27.

Dans ce qui suit, on appelle “série trigonométrique” une série de fonctions du type
Z(an cos(nz) + by, sin(nz))
ou (ay) et (b,) sont deux suites de réels.

Dans la premiére partie, on étudie quelques exemples. Dans la deuxiéme partie, on s’intéresse
plus particulierement aux séries trigonométriques qui convergent normalement sur R.

On notera Cy, 'espace vectoriel des fonctions continues et 2m-périodiques de R dans R. Pour



f € Cor et n € N, on notera

an(f) :% _Tr f(z)cos(nzx) dz et B,(f) :% _Tr f(z)sin(nzx) dx

Partie 1 : exemples

1.

Démontrer que la série trigonométrique Y (5= cos(nz) + 3~ sin(nx)) converge normale-

et

ment sur R. Pour tout entier p > 2, déterminer la somme de la série ) - ( m

n
) puis en

déduire la valeur de
—+o0

3 (;n cos(nz) + 3i sin(mc)>

n=0

(il n’est pas utile de réduire au méme dénominateur).

. Ecrire la fonction ¢ : x — exp(cos(z)) cos(sin(z)) comme la somme d’une série trigono-

métrique. On pourra écrire la fonction z — exp(e'*) comme somme de série de fonctions.

. Donner un exemple de suite (a,) de limite nulle telle que la série trigonométrique

> ap, cos(nz) ne converge pas simplement sur R.

. On admet que la série trigonométrique »_ -, ﬁsin(nw) converge simplement sur R.

Converge-t-elle normalement sur R ?

Partie 2 : propriétés

Une
5.

Une

condition suffisante

Démontrer que si les séries > a, et > b, sont absolument convergentes, alors la série
trigonométrique > (a, cos(nz) + by, sin(na)) converge normalement sur R.

condition nécessaire

. Soient a,b € R quelconques. Démontrer que le maximum de la fonction z +— |acos(z) +

bsin(x)| est vVa? + b2.

. Démontrer que si la série trigonométrique > (a, cos(nz) + by, sin(nz)) converge normale-

ment sur R, alors les suites (a,) et (b,) convergent vers 0 et les séries > a, et > b, sont
absolument convergentes.

Autres propriétés

8.

10.

11.

On note f la somme d’une série trigonométrique >_(a, cos(nz) + b, sin(nz)) qui converge
normalement sur R. Justifier que f € Co.

. Calculer ffﬁ cos?(nx) dz pour n # 0 et donner la valeur de f:r sin(kx) cos(nx) dx pour k

et n entiers.

On note f la somme d’une série trigonométrique >_(a, cos(nz) + b, sin(nz)) qui converge
normalement sur R : pour tout réel z, f(x) = 3,5 (ay, cos(kx) + by sin(kz)). Démontrer
que pour tout entier naturel n non nul, «,,(f) = a, puis exprimer «o(f) en fonction de
ag. On pourra utiliser sans démonstration que pour k # n, ffﬂ cos(kx) cos(nz) dx = 0.
On admettra, pour la suite du probléme, que pour tout entier naturel n non nul g, (f) = b,
et Bo(f) = 0 (la démonstration n’est pas demandée).

Soit f € Car. Pour tout réel =, on pose ug(z) = a°2(f). Pour tout entier n > 1, on

pose up(x) = ay,(f) cos(nz) + B, (f)sin(nz). On suppose ici que la série trigonométrique




12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

> (un(x)) converge normalement sur R vers une fonction notée g :
ao(f) | 3~ .
Ve eR, g(z) = -5 + Z(ak(f) cos(kx) + Br(f) sin(kx))
k=1

Quelles relations a-t-on dans ce cas entre ay,(g) et @, (f)? Bn(g) et Bn(f)?

Il est admis que si une fonction h € Cy,; vérifie : pour tout entier naturel n,
an(h) = Bn(h) = 0, alors h est la fonction nulle. Démontrer que pour tout réel x,

g(x) = f(x).

En résumé, lorsque la série trigonométrique Y (a, (f) cos(nx) + B, (f) sin(nzx)) d’une fonc-
tion f € Cy, converge normalement que R alors pour tout réel x, on a

£@) = ) L3 (0 (1) costnr) + () sin(na)
2 —~ n n

Si f € Cay est une fonction paire, que vaut S, (f)? Exprimer, sans démonstration, ay,(f)
en fonction de I'intégrale [ f(x) cos(nz) d.

Exemple. Soit f € Cy, définie ainsi : pour tout € [—m, 7], f(x) = 22 et f est 27-
périodique sur R. Construire la courbe de cette fonction paire f sur l'intervalle [—3m, 37]
puis déterminer, pour tout entier naturel, les coefficients «,(f) et 8, (f). Donner une série
trigonométrique qui converge normalement sur R vers f.

En déduire les sommes

+oo +oo
(=n" 1
n2 et Z n2
n=1 n=1

Déduire alors de la seconde somme la valeur de

P

— (2n+1)2
Application. Justifier que la fonction z — w est intégrable sur Uintervalle |0, 1] puis
démontrer que fol w dr = 71%

La somme d’une série trigonométrique qui converge normalement sur R est-elle nécessai-
rement une fonction dérivable sur R?

Proposer une condition suffisante sur les séries > na, et Y nb, pour que la somme de la
série trigonométriquen (a, cos(nz) + by, sin(nz)), qui converge normalement sur R soit
une fonction dérivable sur R.

Déterminer la somme de la série trigonométrique ) 33 cos(nz).



Partie 1 : exemples

1. On a
1 1 1

1 .
on cos(nx) + 3 sin(nax)| < 3 + pey
Le majorant est indépendant de z et est le terme général d’une série convergente. La série
de fonctions est donc normalement convergente sur R.

Pour le calcul, on remarque que pour p > 2, ¢ /p est de module < 1 et que donc (somme

géométrique)
& el n _ 1 _ P
2. p) 1-2 p-e

n=0 p

Vr € R,

En passant aux parties réelle et imaginaire, on a donc

i cos(nz) p? — pcos(z) ; i cos(nx) psin(x)
= e =
= P p? —2pcos(z) +1 S p? — 2pcos(z) + 1

Il reste a combiner les résultats pour p =2 et p=3:

= 1. 4 —2cos(z) 3sin(z)
Z (2” cos(nz) + 3n sm(nm)) ~ 5—4cos(z) * 10 — 6 cos(x)

n=0

2. En utilisant le DSE de I’exponentielle, on a

Vx € R, exp(e'®) = Z -

n=0

n!

Or, exp(e'®) = exp(cos(z)) exp(isin(x)) et la partie réelle de cette quantité est

oo

Vz € R, exp(cos(z)) cos(sin(z)) = Z M
n!
n=0
3. Posons a,, = %H et un(x) = an cos(nz). (a,) est de limite nulle mais u, (0) = %ﬂ est le

terme général d’une série divergente. > (u,) n’est donc pas simplement convergente sur R.

1

sin(nz) oot immédiatement égale a T qui est le terme

4. La norme infinie sur R de z —

général d’une série divergente. La série de fonction proposée n’est donc pas normalement
convergente sur R.

Partie 2 : propriétés

Une condition suffisante

5. Ona
Vo € R, |ay, cos(nz) + by sin(nz)| < |an| + |bn]

Le majorant est indépendant de x et est le terme général d’une série convergente. La série
de fonctions est donc normalement convergente sur R.

Une condition nécessaire

6. On a ((.|.) étant le produit scalaire canonique sur R?)

Vo € R, |acos(e)+bsin()| = |((a, b)|(cos(), sin(x)))| < ||(a,b)]|(cos(x), sin(a))]| = v/a? + b2

De plus, il y a un cas d’égalité :



- c’est immédiat si a = b =0 (n’importe quel x convient) ;
- si (a,b) # (0,0), (a/va%+b2,b/v/a2 + b2) est un vecteur normé et il existe donc un x
tel que ce vecteur soit (cos(z),sin(x)).

7. Posons uy,(z) = ay cos(nx) + b, sin(nz). On suppose ici que > (||un|loo) converge. On a
(avec la question précédente et car nx varie dans R quand c’est le cas pour x si n > 0)

Vn € N*, [unlloo = Va3 + b3 = max(|an|, [bn])

Par comparaison des séries positives, > (a,) et > (b,) convergent absolument.
Autres propriétés

8. La convergence normale sur R entraine la convergence uniforme sur R et cette derniere
conserve la continuité. Les fonctions de la séries étant continues sur R, il en est de méme
de f.
La convergence normale sur R entraine la convergence simple sur R. La convergence simple
conserva la 2m-périodicité (si Sy, (x + 27) = S, (x), on peut passer a la limite pour obtenir
la 27-périodicité de la limite). Ici, f est donc 27-périodique et

fECQﬂ'

9. On effectue une linéarisation : cos?(nz) = 1 (cos(2nz) + 1). On a donc

U 1 T
Vn > 1, / cos2(nx) dr = [éln sin(2nz) + ﬂ T

—T —r

De méme, sin(kz) cos(nz) = %(sin(kz + nz) + sin(kz — nz)). sin(pz) est d’intégrale nulle

N cos(px)
p

sur [—m, 7] (évident si p = 0, par primitivation en sinon). On en déduit que

vn, k, / sin(kz) cos(nx) dz =0
10. Soit n € N. On a
f(z) cos(nzx) dx = / Z(ak cos(kx) cos(nx) + by sin(kx) cos(nz)) dx

T k=0

Posons encore uy(x) = ay, cos(kxz)+by sin(kx). On a Ve, |ug(x) cos(nz)| < |uk(x)] < ||uklco-
Le majorant est indépendant de x et est le terme général d’une série convergente (par
I’hypothése de normale convergence). On a donc sous l'intégrale une série de fonctions
normalement convergente sur le SEGMENT [—, 7] et on est dans le cas simple ot on peut
intervertir :

: f(z) cos(nzx) doe = 2 (ak /7; cos(kz) cos(nx) dx + by, /: sin(kz) cos(nx)) dx)

Dans la somme, tous les termes sont nuls sauf celui d’indice k¥ = n qui vaut a,m si n # 0
(question précédente et résultat admis) et 2mwag si n = 0. Ainsi,

Vn £ 0, an = an(f) et a9 = sao(f)

11. Tl s’agit d’utiliser la question précédente avec ag = ap(f)/2, bp = 0 et pour n > 1, a,, =
an(f) et by, = B,(f). La somme est ici égale a g et on obtient donc

Vn €N, a,(f) = an(g) et Bn(f) = Bnlg)



12. h — ay(h) et h — B,(h) étant linéaire, on a ici ay,(g — f) = Bu(g — f) = 0 et, avec le
résultat admis g — f = 0.

13. Si f est paire, z — f(x)sin(nz) est impaire et sa fonction est donc d’intégrale nulle sur un
intervalle centré sur 0 (ce que l'on voit par le changement de variable affine ¢ = —z). En
particulier,

x +— f(x)cos(nx) est paire et
2 ™
VneN, an(f) = f/ f(z) cos(nx) dx
T Jo

14. Utilisons un petit script Python. Pour calculer f(x), on cherche un entier & tel que x—2km =
y € [—m, 7] et on renvoie y2.

from numpy import *
from matplotlib import pyplot as plt

def f(x):
k=floor((x+pi)/(2*pi))
return (x-2*k*pi)**2

a,b=-3*pi,3*pi

pas=(b-a)/1000

Ix=[a+k*pas for k in range(1000)]
ly=[f(x) for x in 1x]
plt.plot(lx,ly, 'k")
plt.axis('scaled')

plt.show()

10

WAVLY,

La fonction f étant paire, les coefficients 5, (f) sont tous nuls. De plus

an(f) = 2 /ﬂ z? cos(nx) dx
0

™

[=:]

[=2]

I~

N

0



15.

16.

Une double intégration par parties donne, pour n # 0,

/ 22 cos(nz) dr = —7/ xsin(nz) doe = —— ({_wcos(nm)} + */ cos(nz) dx)
0 n Jo n n o nJo

et ainsi

On a aussi

2 (", 2 5
= — d —_
ao(f) - /0 o” dz = gm
Comme > (ay,(f)) et D (Bn(f)) convergent absolument, on peut utiliser ce qui précede et

conclure
TL

cos(nx)

Vz €R, f(z _% f:

la série étant normalement convergente sur R.

Pour x = 0, on obtient

Pour x = 7, on obtient

Sa-%
2 a

—n 6

On découpe la somme en isolant les termes d’indice pair et ceux d’indice impair (c’est licite
car la série est absolument convergente) :

=1 = 1 > 1
2w~ L gyt L Grie

n=1 =il n=0

On en déduit que
2

> 1 w2 =1 s
D

T > est continue sur ]0,1]. En 0, la fonction est équivalente & £ = 1 et est donc
prolongeable par continuité. Notre fonction est donc intégrable sur [0, 1] (ce n’est méme pas
une intégrale généralisée).

Utilisons le DSE de z — In(1 + x) :

In(1+x)

n—1

ve €jo,1], 2LED) _ i(_m*lL

X n
n=1

1 1 n—1
/ n( er / = 1T dar
0 IrL

On veut intervertir somme et intégrale. Je choisis le théoréme d’intégration terme a terme.

On en déduit que

n—1 ’ ’ . . . .
- Ggn I T (—1)"_“37 est le terme général d’une série de fonctions continue qui

converge simplement sur |0, 1[ vers z — w



17.

- La somme simple est continue sur |0, 1[.
- gn est intégrable sur |0, 1] et fol |gn(2)| dz = - est le terme générale d’une série conver-
gente.
L’interversion est licite et donne

/Oln(1+x Z/ *dx*i(fl#:%

n=1

Dans I'exemple de la question 18, on a obtenu une série normalement convergente sur R.
Cependant la somme f n’est pas dérivable. En effet, f est dérivable a droite et gauche en
7 avec des nombres dérivés 2r (a gauche) et —27 (& droite).
Supposons que » (nayp) et > (nb,) sont des séries absolument convergente. Montrons
qu’alors en posant u,(x) = a, cos(nz) + b, sin(nz), > (u,) converge normalement sur R
vers une fonction de classe C! sur R. On utilise pour cela le théoréme de régularité des
sommes de séries fonctions.

- Vn, u, € CY(R) et u),(x) = —nay, sin(nx) + nby, cos(nz).

- > (up) converge simplement sur R.

- |Juh|loo < |nan| + |nby| est le terme général d’une série convergente et > (u!)) est donc

normalement convergente sur R.

Le théoréme s’applique donc et indique non seulement que la somme est de classe C'' mais
que sa dérivée est la somme de la série dérivée.

18. On a vu en question 5 que
> sin(nx) 3sin(z)
v R =
i ngo e 10 — 6 cos(z)

On est dans le cadre de la condition précédente avec a,, = 0 et b, = 1/3™. On en déduit
(en dérivant) que

> ncos(nx) 3 5cos(z) —3

Vz € R, Z 5
o 2 (5 — 3cos(x))
Indication.

Pour le probleme suivant, on rappelle la formule de Taylor avec reste intégrale :

Soit » € N, I un intervalle de R et f : I — R. Si f est de classe C"*! sur I, alors on a, pour tout
z,a €1 :

" @ (g , T f(n+1)
) = Z ! z‘!( )(ac —a)’ +/ iU} - ®) (x —t)"dt.
i=0 a ’

Cette formule est appelée formule de Taylor avec reste intégrale a ’ordre n.



Probléme 2. Centrale 2011

Développement asymptotique du reste
des séries de Riemann convergentes

L'objet de ce probléme est de donner une approximation de la somme des séries de Riemann convergentes

+oa +oc
Sla) = E = oha est un réel strictement supérieur A 1. Pour cela, on étudie le reste R, (o) = E T
=1 k=n

Dians la premiére partie, on donne une premiére approximation du reste. Cette méthode se généralisant mal, on
utilise dans la deuxiéme partie une formule de Taylor pour obtenir simplement un développement asymptotique
du reste. L'inconvénient de cette méthode est qu'elle ne donne ancun contrile de Uerreur.

Dians la troisieme partie, on retrouve 4 partir de la formule sommatoire d'Euler-Maclawrin le méme dévelop-
pement asymptotique avec une expression de Perreur assez satisfaisante. On a besoin dans cette partie d'une
étude succinete des polyndmes de Bernoulli.

Dans la derniére partie, on étudie de maniére assez précise le contrdle de cette erreur, pour conclure que les
formules sommatoires étudiées ne sont pas nécessairement convergentes.

Rappels et notations

On note [z] la partie entitre d'un réel z.

Soit {1, Jnen et (v )nen deux suites réelles. On note v, = Ofu, ) =i

AM e R, Ing e M, Yo e M, n2np = |v.] £ M,

I Etude préliminaire

I A - Convergence des séries de Riemann
LA.1) Soit f une fonction réelle, définie continue et décroissante sur [a, +oc[, ot a € R. Montrer, que pour
k41 k
tout entier k € [a + 1,420, on af flz)dz £ flk) £ flz)de.
k k—1
1
L.A.2)  En déduire la nature de la série de Riemann z — selon la valeur de o € R
izl "
+oo
En cas de ¢ ST EETICE » Sla) = —.
n cas de convergence, on pose S{a) Zl por-

1
LA.3) Pour tout réel o = 1, montrer que 1 < S{a) < 1+ P

LB — Premiére élude asymplotique du resie

Dans la suite du probléme, pour tout réel o strictement supérieur 4 1 et pour tout entier naturel non nul n, on
“+ac

1
pose R, (o) = EF
1 1

LB.1)  En utilisant I'encadrement de la question L AL, montrer que R, (a) = ————— + O( )

(o0 — 1™ n"

1
1.B.2) Soit f la fonction définie sur RY par f(z) = oo T En appliquant & f la formule de Taylor
(1 —n)x
avec reste intégral & ordre 2, montrer que, pour tout & € M* fik+1)— flk) = % — %# + Ag
o Ap est un réel verifiant 0 < 4, < %
1.B.3) En déduire que
L 1 1
Ra(0) = oyt + g +O(5)

On pourrait répéter le procédé pour obtenir un développement asymptotique plus précis de B, (o), mais la
partie suivante va donner une méthode plus rapide.

10



IT Formule de Taylor et nombres de Bernoulli

II.A — Nombres de Bernoulli

II.A.1) Montrer qu'il existe une suite réelle {a, ),cn ayant la propriété suivante : pour tout entier p £ [*,
pour tout intervalle non réduit 4 un point [ et pour toute fonction complexe f de classe O™ sur [, la fonction
g définie sur [ par g = apf + a3 f + - + 0, FrU yérifie

g+

-1
[ 1 LN
E‘g + '{_'gl:“] 4t p_'gfr-‘] =f"+ E f,r_Pfl:P+r]
: - ) i=1

oit les by, sont des coefficients indépendants de f que I'on ne cherchera pas & caleuler.
ptl
ILA.2)  Montrer que ag = 1 et que tout p2 1,0, = — % 2wy déduire que |ay| < 1 tout
AL o que ag = 1 et que pour tout p = 1, 6y = 77— En déduire que || < 1 pour tou
i=2 )
entier naturel p. Déterminer a; et .
I1.A.3) a}  Pour tout z € C tel que |z| < 1, justifier que la série z:}.,_.zf" est convergente.
pEH

On note »(z) sa somme : p(z) = z:zpzp_
p=ll
b} Pour z € C tel que |z| < 1, calculer le produit (e* — 1)p(z). En déduire que, pour tout =z € C* vérifiant

zl<1 plz) = .
2/ < 1on aplz) = ——

¢}  Montrer que ag1 =0 pour tout entier k = 1. Caleuler ay.
Les nombres b, = nla, sont appelés nombres de Bernoulli.

II.B — Formule de Taylor
1

Soit f la fonetion définie sur B par f(z) = W,
(1 — o)z

ol o est un réel strictement supérieur a 1.

Dans cette question 1LDB, on fixe un entier naturel non mul p et onnote g =apf +a f' +--- + ag,_._lfi -1
Pour tout & € M*, on pose R(E) = gk + 1) — g(k) — f(E) de sorte que g(k + 1) — glk) = (k) + R{k).
II.B.1)  En appliquant & g la formule de Taylor avec reste ntégral i l'ordre 2p, montrer qu’il existe un réel
A tel que, pour tout k € M*, |[R(k)| < Ak—(3+e],

II.B.2)  En déduire le développement asymptotique du reste
+oe
! ' " _ 1
Ru(a) = kZ = = — (w000 + auf (0) + aaf () + - oz oD w)) + O )

On obtient ainsi une valeur approchée de S(a), donnée par

n—1

- 1
Snap-a(e) = 3 g = (a0f () + anf () +aaf"(n) 4+ -+ + azy2 D (m)
k=1

II.B.3)  Donner le développement asymptotique de R, (3) correspondant au cas o = 3 et p= 3.

11



TIT Polynémes de Bernoulli et formule sommatoire d’Euler-Maclaurin

On pent caleuler, pour n = 100 : §1m_4f_3) = 1,202056903159594277 . .. tandis que S(3) vaut 1,202056903159594285 ...

(constante d’Apéry). La méthode de la partie 11 semble satisfaisante, mais e fournit pas d'information précise

1

sur le terme O (W) (est pourquoi on introduit dans cette partie les polynomes de Bernoulli et la formule

sommatoire d Euler-Maclaurin.
IHI1.A - Polynémes de Bernoulli

On définit une suite de polynimes (A, ) en = (Ag( X)) )ney vérifiant les conditions suivantes

1
Ag =1, A:!_H = A, et f A1 (#) dt =0 pour tout n € B (111.1)
]

Les polynomes B, = nld, sont appelés polynimes de Bernoulli.
III.A.1) Propriétés élémentaires

a) Montrer que la suite (A, J,on est déterminée de facon wnique par les conditions 1111 ; préciser le degré

de A, ; caleuler Ay, A et As.

b} Montrer que A, () = {(—1)"A, (1 — ¢) pour tout n € M et tout £ € .
¢} Pour tout entier n 2 2, montrer que 4,,(0) = A,(1) et que Az, (0) = 0.
d})  On pose provisoirement ¢, = A,(0) pour tout entier naturel n. Montrer que, pour tout n € B,

Kn ){2
A X =cp—+ -+ eopmo— + o XN +on
n! at

puis que, sin =1,
i} Cp—2 Cn—1
mr DT T 21

+ep=0
e)  En déduire que, pour tout n € M, on a en fait ¢, = a,.

II.A.2) Fonction génératrice

a)  Montrer que la série Y- A,(#)z" converge pour tout réel ¢ € [—1,1] et tout complexe z vérifiant |z| < 1.

+oc
Sous ces conditions, on pose fif, z) = Z A ()",

n={
b} Soit z € C tel que |z| < 1. Montrer que la fonction ¢ — fit, z) est dérivable sur [0, 1] et exprimer sa dérivée
en fonction de f(#, z). En déduire que, si |z| < 1 et z # 0,

= ze's
> Aul)z" = —

re=A1

T
2672 z z/2

¢} Montrer que,siz € Coet |z| < 2m ona por g eyt Eﬁ:lIfz 3

1 1
En déduire, pour tout entier naturel n, A, (E) = (F — l) [r.

12



II.A.3) Variations des polyndmes de Bernoulli
On établit ici une majoration des polynémes de Bernoulli sur [0, 1].

a) Montrer que pour tout entier naturel n = 2, les variations des polyndmes A, sur [0,1] correspondent
schématiquement awx quatre cas ci-dessous :

¥ ¥ ¥ v
1 1
x 1 * 1 * x

n = mod 4) n = l{mod4) n = 2(mod4) n = 3{mod4d)

En d’autres termes, pour n = 2, on a :

1. Sin=2modd, alors A,(0) = 4,(1) =0 > A,,{%) ; de plus, la fonetion A, est strictement décroissante sur
[{}, %] et strictement croissante sur [%, l].

2. Sin =0modd, alors 4,(0) = A,(1) < 0 < A,,{é) ; de plus, la fonction A, est strictement croissante sur
[{}, %] et strictement décroissante sur [—lf, l].

3. Sin=1lmodd, alors A, (0) = A,,f_%) = A, (1) =0; de plus, A, < 0 sur J{},%[ et A, =0 sur ]%,l[.

4. Sin=3modd, alors A, (0) = A,,f_%) = A, (1) =0; de plus, 4, = 0 sur J{},%[ et A, <0 sur ]%,l[.

) Powur tout n € M* et tout x € [{}1 lJ, montrer que |Aa, ()] £ lag,| et |As (2] £ @.

HIL.B - Formule sommaloire d’Euler- Maclaurin
HOL.B.1)  Soit f une fonction complexe de classe C™ sur [0, 1].

a)  Montrer que pour tout entier g = 1
f(1) - flo) = Zf 1+ [A ff)f“]:’f)] + (1) f Ag(8) F1 (1) dt
i=1

b} En tenant compte des relations trouvées dans la partie précédente, montrer que pour tout entier naturel
impair g = 2p+ 1

F(1) = f(0) =%(f'{{}) 1) = Yo, (F901) - £9(0) - " dap ()2 1)

L

II.B.2)  Scit n € M et soit f une fonction réelle de classe C°° sur [n, +oc. On suppose que f et toutes ses
dérivées sont de signe constant sur [n, +00[ et tendent vers () en +oc.

En appliquant, pour k& = n, le résultat précédent & fi.(¢) = fik + ), montrer
Z fk) = —fin) + f (n) - Zﬂz £ (n) + f A () £ 1) dt
k=it i

oft on a posé A} (t) = A;(t —[t]) pour tout ¢ € .

Montrer que

+oc
[ ananse 2

<[] o

X

1
III.B.3) Montrer que, dans Uexpression de B, () du 1LB.2, le terme O(;m) peut s'écrire sous forme

d'une intégrale.

13



Dans tout ce corrigé on notera D(0,1) le disque unité de C, c’est a dire :
D(0,1) ={z € C tq |z| <1}. Rappelons en outre que : Vz € D(0,1) , la série (3 2")

converge absolument de somme : Y z" =

I Etude préliminaire
I.A— Convergence des séries de Riemann
TAD) Vzelk k1 Vyelk—LA ; @) < f(k) < F(y)

k k k k
Alors : [ f(a)de < [T f(R)da = (k) = [}, fk)dw < [ f(y)dy
I.A.2) Pour a <0, la série (Z na) diverge grossierement.

Pour « > 1, on applique la question précédente pour a = 1, et f(t) =

Vk>2,ka<fk1 et Vn > 2; Zka<1+flnﬂ*1+[tla} <
1

Q z\H

e = a—1

n
La suite (Z klu> est croissante majorée, alors elle converge.
k=1 n>1
1

Pour 0 < a < 1, on_applique aussi la quebtion précédente pour a =1, et f(t) = 1.

t
Vk > 1; 1> k+1dtetVn>2 Zka>z >fn+1dt In(n+1) — -+oo.
n—oo

=il

) k-a =
Conclusion :
La série de Riemann ()" -) converge si et seulement si o > 1.

n
I.A.3) D’aprés la question précédente, pour tout a > 1, et tout n € N*, 1 < 3 L < 2

8

On fait tendre n vers linfini, on obtient alors : 1 < S(a) = Y 7= < =%5.
k=1 “

I.B— Premieére étude asymptotique du reste

o0
Dans la suite on pose : Vn € N* ; Va>1; R,(a)= 3 .

k:L!
k=n

IB1)VE>n>2; [Fld < Lok d
P er N>n; [Nld < S o (N

our tout entier N >n ; [ 2 < /Z: =<

zl—o N+1 N 1 sl N

Wznz2; [1*0‘} Skzpﬁ[l a}nl
On fait encore tendre IV vers I'infini, on obtient : W < Rp(a) < W

A 1 1 1
D’ou Rn(a) T (a—Dne 1 < (a—1)(n—1)°=T _ (a—T)no-1
‘R"(O‘) — o=t | < et (1= )1+ 1) = e (@ — 1+ 0(1) = O(5%)

Finalement : R, («) = W +0(%).

I.B.2) Soit f la fonction définie sur R** par f(z) = W

f est de classe C* sur R*T, alors d’aprés la formule de Taylor avec reste intégral appliqué a
f entreket (k+1)ona:

Vk €N flk+1) = f(k)+ f (k) + Lo 4 [EFH A0 pomyy gy,

VEeN*; fk+1)—flk) = & — Sz 4

A= [F e+ 1-6)2%2 D gt ona: 0< Ay < Sedd) (F (41— 1)2dt < 2ledd) (Mg

2ta+2
ala+1
0< 4 < Gk

14



LB.3) Daprés LB.2) Vk >n>1 ; f(k+1) — f(k) = & — S rabr + Ay, avec 0 < A, < Lat]),

k:a
flk+1)— f(k) — & +gk(}+1 = Aj,. D'ott VN >n>1;
N N
0<f(N+1) () Zk"‘—’_ Zk"‘*l:kZAké

On fait tendre N vers I’ mﬁnl on obtient alors :
0<—f(n)— n( )+ SRu(a+1) < O‘(aH)Rn(a +2). D’aprés I.B.1) on a :
R.(a+1) = —l—O(naH)etR (a+2) o W:O(#)

oo

Dot —f(n) — Ru(a) + 27lla = O(nalﬂ) c’est & dire : R, (a) = 7@_1;”’&71 + Qn% + O(r}ﬁ)

an"‘

IT Formule de Taylor et nombres de Bernoulli
II.A— Nombres de Bernoulli
II.A.1) Soient p € N*, I un intervalle infini de R, et f : I — C une fonction de classe C*sur I.

p—1 )
Posons : g = Zaif(l).

P p—l ) 2p—1
Zgj! :Z]‘!Zaif(lJrj)_ Z <Z(k 5 >fk:

D P k—1 p—1 k—1
Z%ZGOJC"*‘Z( )f(k)‘i‘ > (Z(k‘”i)!)f(k)-
j =2 i:O k=p+1 0
ag = 1
k—2

Soit alors (an)nen la suite réelle définie par : Wk > 2 ap g = — 3 (kai
i=0

—!

=

P 2p—1 k-1
L’égalité préceédente devient alors : Z gj— =f'+ . ZH (Z = Z),> ),
j=1 P
I+p—1

P
LRSS ( o ng)!) e
I+p—1
On pose alors : VI € [[1,p—1]] ; b, = Z;) m

Ainsi Dexistence de la suite (a,)nen est démontrée.
II.A.2) Soit maintenant (a,)nen une suite répondant aux conditions de la question précédente.

D’aprés la question précédente :Vp e N* Vf € C>(1,C)

gm el a; (p+1) / = (p+1)
17 = aof + Z + Z Z l+p1i)l [ =f"+ IZ bl,Pf P
= =t

p k-1 - I+p—1
(aO_l)f/+kz_:2(;)(ai ) k)+¥<<;)(l+;i_i)!>_bl’p>f(p+l):0

Pour f(x) = «P, cet égalité s’écrit :
k—1

p
plag — 1)aP~ 12 (Z z)l) - k)'xp F=0.

C’est un polynome nul, alors ses coefficients sont nuls, et par suite :

k=2
a0:1ethZQ;ak_l:fZﬁouencore:enposant:p:kfleti:k‘fj:p+1fj
j=0
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p+l

— o — Apt1—i | . _ =11 _ 1
lao=1]et|Vp2 10y =3 5= 5 =55 |2 =55

=2

Montrons par récurence sur p que : Vp € N ; |a,| <1
ceci est évident pour p =0, soit p > 1 tel que : Vk € [[0,p —1]] ; Jag| < 1.

p+1 p+1
alors : Vi € [[2,p+1]] ; |apt1—s| < 1. Dol : |ap| = ’Z Sedi=t| < Z <e—-2<1.
i=2

ILLA3)a)VpeN ; |a,| <1l alorsVpeN ; VzeC ; |apzp| < \z|p

Si |z| < 1 alors la série (3 |2|") converge, et par suite la série | > a,2P | converge aussi

peN
absolument. On note alors : p(z) = > ap2P.
peN
(oo}
b) Pour tout z € C tel que : |z < 1, les deux séries : e* — 1= ) %; "ot o(z) = Y ape?
n=1 peEN

o0
sont absolument convergentes, alors (e* — 1)p(z2) = > d,2" qui est la série produit de
=1l

Cauchy des deux séries Z "ot Y ayeP.

n=1 peN
n+1
VneN*;dnH:Za";%:an—i—Za"ﬂ”— et dy =ag=1.
PourtoutzE(CtelpcItlle: |z| <1, (e* —1)cp( )=z et oz ):ez—_ si z#0.
Pour tout z € Ctel que : |z| < 1, onpose: ¥(z) = p(2) —a1z = FE5+% = 22’2,&5 1_)1) = QZ(;ZZf;)
Y(—2) = Fzees = S = y(z).
P(z) =1+ ioj arz* est la somme d’une série entiére paire sur D(0, 1).
Do : vk €N appar = 0.
a4——2“5 =R R = (mowtR) = =

Deﬁnltlon 3

Les nombres b,, = nla, sont appelés nombres de Bernoulli.
II.B— Formule de Taylor

Soit f la fonction définie sur R* par f(z) = W, ou a > 1.
2p—1 .

On fixe un entier naturel non nul p, et on note : g =5 a;f@.
i=0

Pour tout k € N*, on pose : R(k) =g(k+1) —g(k) — f'(k).
I1.B.1) Remarquons d’abord que f est de classe C*° sur R*, alors g I'est aussi.
Appliquons a g la formule de Taylor avec reste intégral entre k et (k + 1)a lordre 2p

g(k+1) — g(k) = Eg()(k) +fk+1 Mf@p-‘rl)(t)dt

2p—1 k _\2p
m+nww=fu+zmHWH>+h“%%%wwww

2p—1

2
R(k) = Z byap F2PHD( )+fkk+1 %f@p-‘rl)(t)dt

16



p 1 —a(—a— —a—2p— k 2P _o(—a a—
R(k) = l; bz,zp[ (el oo z+1)} 4 [ G —alcaclyo(cazt) gy

2p—1 2
1)... 2p+i—1 k+1 (k+1 © 1 2
RO < X (b op| [ 2L slerzptl=) | 0 Gt o™ (ot o20) gy
=il

2p—1
ala (o - a(a (o k+1
BRI < X [brzp] | Sttt | letiuatti) [0 oot
2p—1
ala .. (a = aa (a k+1
RO < Y, [byapl | ot Blezotiot)| o alotl) octt) 41 b gy

|R(k)| < =425 < S byl [a(oc+1)~~~(]3+2p+l 1)} 4+ o +1()é;)(! +2p)11c)

2p—1
RO < o (5 Inapl o+ Delat 2p+1 = 1] + et

Dot pour A= (5 [rapl (e + D-sla+ 2p+ 1 - 1] + 2lefosin ).

I1.B.2) D’aprés la question précedente : Vk € N*; g(k+1) — g(k) = f (k) + R(k).
N N
YN>n>1; Y 5+ X R(k)=g(N+1)—g(n).
k=n k=

On fait tendre N vers Vinfini, on obtient : [Ry, () + g(n)| < ARy (o + 2p) = O(=avs=1)
Dot : Rp(a) = —g(n) + O(sars—r). autrement dit :

2p—1
R.(a) = — Z a; f0 ( )—f—O(W) or pour p > 2; agp—1 = 0, alors pour p > 2, on a :
2p 2
R, (o) =— Z a; fO ( )+ O(W) or on a déja établit cet égalité dans la premiére partie

pour p = 1, d’ou pour tout entier non nul p on a :

2p—2

R():—Zal ()+O(W)

ILB.3) R, (3) = —aof(n) — arf '(n) — azf "(n) — asf "' (n) — asfD(n) + O(Z).
f) =5k i f/) =5 S/ =325 [ =8 5 fDn) =R
010:1;0,1:7;0/2:L~ o 1

Ra(3) = gho + 2o + 1ar — e + O )

IIT Polyn6mes de Bernoulli et formule sommatoire d’Euler-Maclaurin
III.A— Polyn6émes de Bernoulli
On définit une suite de polyn()mes (An)neN vérifiant :

Ao=1 ; VneN ; AL, =A, et fo ni1(t)dt = 0.

17



Les polynomes B,, = n!A,, s’appellent les polynémes de Bernoulli.

IIT.A.1) Propriétés élémentaires

a) Ag est uniquement déterminé et deg(Ag) =0, A1 = X + X et fol (t+Ndt=0=1+A
Alors A1 = X — % est bien déterminé et deg(A;) = 1.

Soit n > 1 tel que : Vk € [[0,n]] ; Ay existe et unique et deg(Ay) = k.

Alors A, est un polynome de degré (n +1).

AnH(X) = nﬂ + fo t)dt et [, Anpi(t)dt = 0= A1 (0) + [ (f An(t)dt) da
Api1(X fo fo ( fo n(t)dt) dz est donc un polynéme uniquement déterminé.
A2_§X2 ;X+uetf0 3t t—l—,u)dt—O—f—*—&-M,alorsu—ﬁ

AQZ%XS—iXZ—f—%X—FVeth 124 Lt v)dt =0=5; — &5 + 55 + v, alors v = 0.

s =X 1] |A=1x2_1x 4 Ll| . |A4;=1x3 1x4 1y
b) Posons : Vn € N ; a,(X) = (—-1)"A,(1 — X).

(@ )nen est une suite de polynémes telle que :

a=1; VneN ; o, =0, et folanH fo ni1(u)du=0. (poser :u=1—1)
Alors par unicité de I'existence de la suite (An)neN établit a la questlon précedente, on déduit

que:VneN ; A, —ozn c’est adire YneN ; A,(X)=(-1)"A4,(1 - X).
c)Vn >2; A,(1) fo t)dt = 0.
D’aprés la questlon precedente on a : Agn,l(O) (1) 1Ay, 1(1) = —A2,-1(0). (2n—1>2

)

Dou: ¥n>2; A,(1)=A,(0) et Az,_1(0) =0.
d) On pose : VnEN cn = An(0). ¢og=1= A0(0) = Ao(X).

Soit n € N, tel que : A,(X) = Zcz% , alors @ Ap11(X) = ch Ay An1(0) =
i=0

(nt+1—39)!
n+1
Xﬂ+l a
Z Ci tnizo)t (n+1—2)!
n
D’aprés la question précedente : Vn > 1 ; A,11(1) — Apy1(0) = Z n_;f_i)!.
=0 n+1 )
e) D’aprés la formule ci dessus : cg=1letVn>1; ¢, = — Z m ==, ==
i=0 i=

Alors d’aprés la question II.A.2), Vn € N ; a, = ¢,.
IIT.A.2) Fonction génératrice

n—i ®
i

a)Vte[-1,1] ; VneN ; |A()—'Zaz(n i)!‘ Z Ialliz(nl ( selon I1.A.2) )

VzeD(0,1) ; Vte[-1,1] ; YneN ; [A.(t)] |2 §_e|z|
D’ou la série (> A, (t)z™) converge absolument pour tout ¢t € [—1,1] et tout z € D(0,1).

On posera alors : f(t,2) = > A,(t)z"
n=0

b) Fixons z € D(0,1) et posons : Vt € [0,1] ; f.(t) = f(t,2) = i An(t)z"
n=0

D’aprés la question précedente, cette série converge normalement sur [0, 1].

VYn € N ; posons : g,(t) = 4, (t)z” ;' gn est une fonction polynéme donc de classe C' sur
[0,1], et Vn € N* ; gl (¢t) = Al (t)z" = 2gn—1(¢), alors la série (3 g/,(t)) est aussi normalement
convergente pour ¢ € [0,1]. D’ou; f, définit une application de classe C* sur [0, 1] et
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Ve (0,1] 5 F/(8) = 3 2gn 1(t) = 2£a(t).

n=1

Alors il existe une constante complexe &, telle que : Vt € [0,1] ; f.(t) = 0,€'*

Vte[0,1] ; f.(0) =6.= > An(0)2" = > an2" = =5 si 2 # 0 ( d’'aprés : I1.A.3)b)
n=0 n=0

tz

e*—1 [

Finalement : |Vt € [0,1] ; Vz € D(0,1)\{0} ; > A,(t)z" = =&
n=0

. 2/2
c) Soit z € C* tel que : |z| < 2m. Z&ldez — 24D 2 265/4271.

s —1 (/2 —1  e/—1
Alors pour tout z € D(0,1)\{0};
f:(3)+ £:000 = 2£:2(0) = X (4n(3) + 4n(0)) 2" =23 4a(0) (5)"-

n=0
Alors par identification des deux séries entieres qui sont de rayon de convergence non nul, on a :

VneN; Ay(3)+a,=2%. Dot : (VneN; Ay(3) = (gtr—1)an|

II1.A.3) Variations des polynémes de Bernoulli

a) (1) Ao =2X2—1X+ L ; A)(z) =2 — 1 ; A, est strictement décroissante sur [0,3] et
strictement croissante sur [1,1]. A5(0) = As(1) = & > 0> Ay(3) = —3as = 5.

(i) Soit n € N, tel que : Vk € [[2,4n + 2]]; A satisfait les conditions données a ’énoncé.
Aup 2 est strictement décroissante sur [0,3] et strictement croissante sur [3,1].

Agn42(0) = Agni2(1) > 0 > Agnp2(3).

Il existe un unique couple de réels (u,v) tel que: 0 < u < & <v <1 et Agny2(u) = Agny2(v) = 0.
et donc Agp12(t) > 0 sur |0, ul; Aapio(t) < 0 sur Ju,v]; Aapta(t) > 0 sur v, 1]

vt € [0,1] ; Alpis(t) = Aania(?t)

Aynts est strictement croissante sur [0, u] et sur [v, 1], et strictement décroissante sur [u, v].
D’aprés : IIILA.1)c) Aynt3(0) = Agnts(l) = 0 = agpn43 done d’aprés la question précedente :
On déduit : A4n+3(0) = A4n+3(1) = A4n+3(%) =0.

Les variations ci dessus de A4,+3 permettent alors de déduire que :

Agny3(t) <0sit€]3,1[ et Aunqs(t) > 0sit€]0, 3]

(iii) On refait le méme procédé en exploitant les variations de Ay, 13 établits ci dessus et le
faite que Aypq3 = A}, 4 pour établir les propriétés relatives a Ay 4.

et ensuite celle de Ay, 45 par le méme procédé.

Par récurrence sur n, on obtient alors les propriétés énoncées dans le texte de ce probleme.
b) D’aprés les propriétés de la question précédente : Vn € N*; Vz € [0, 1]

(1) |A2n($)| < max(‘A2n(0)| ) ‘AQn(%)‘) = maX(|a2n‘ ) |(2271%1 - 1) a2n} = ‘a2n| .
(i) zn1(@)] = [A201(@) = Aana(3)] < sup |Asos )] 2= 3| = sup [Asn(w)l]a— 3
y€[0,1] y€[0,1]

IN

lazn|
5 -

ou 'on a utilisé 'inégalité des accroissements finis et le (i) ci dessus.
ITII.B— Formule sommatoire d’Euler-Maclaurin

III.B.1) Soit f une fonction de classe C* sur [0, 1].
a) Par récurrence sur ¢ > 1, montrons que :
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VaeN' i f(1) = £0) = L (=D [4,(0D O]+ ()7 f; A0F DO,
Pour q = 1

JyA tydt = [A1()f ' (0)]p — Jy AL(E)f(B)dt = [Ar(t) =
Jo AL()f " (0)dt = [AL(t) f ()]s — (F(1) — £(0))

La propriété est établit pour ¢ = 1.
4q )
Soit ¢ € N* tel que: f(1) — f(0) = Z(—l)JJr1 [4;(t ) F9(t) ] fo ()£ (t)dt.

Jj=1

Par intégration par parties on a :

[ A FOD()dt = [Agqa(8) @D (2) ] — [ Agir (1) £+ (t)dt. remplagons dans Iégalité ci
dessus on obtient :

£(1) = £(0) = qf(—l)ﬂ‘“ [A4;OFD @]y + (1™ [ Aga ()4 (1),

Jj=1

b) On applique la question préceédente pour ¢ = 2p + 1.
2p+1 )
F) = £0) = X (=17 [4;(0) 9 )]y = Jo Azps1 () F@PH (1) ds.

j=1
FO) =70 = 5= (1P (4,007D0) = A;0)SO0) = [} Apsa (O 0)
) - 50 = MO+ W)+ S Y A0 - 40590) -

Jo Avpi1 (8) FOPHD (1),
Donc en utilisant ITI.A.1)c)

F@) = f(0) = 5(f'(0)+ f (1) - Zaz( FED(1) = FCD(0)) — fy Azpra (8)F PP+ (¢)dt.

III.B.2) Soient n € N et f une fonctlon de classe C* sur [n, +oo].

On suppose que f et toutes ses dérivées sont de signe constant sur [n, +oo[ et tendent
vers 0 en 4-o00.

Pour tout k > n, on pose : fi(t) = f(k+1).

fr est C°° sur [0, 1], alors d’aprés la question précedente : Vp € N* on a :

fk<1>—fk<o>=%<fk’<o>+fk'<1>>—iazj(““() FE) = fy Azpia (S (t)at.

Fle+1) = f(k) = 5(f (k) +f ' (k+1)) - Zaz (FE R+ 1) = FEDR)) = [y Azp41 (D) S+ (b +

t)dt.
Alors selon le changement de variable : w = k + ¢, on obtient :

FO 1) = F(6) = 30+ F/(h+ 1) = Sy (PO +1) = FE(R) = [ Agpra(u =

k) £ P42 (u)du
fle+ 1) = fE) = FUR) + S+ D) = Yy (PR +1) - FOIW) -
LAy, (8 fP (t)dt.
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Soit N > n, et sommons ’expression précedente entre n et N.
N .
f(N+1) = f(n) = ka’(k) —3f') + 3f'(N +1) - Zazy( DN + 1) — fED(n)) —

SN Ay () FEPD (1) dt

VjeN ; f(J) garde un signe constant sur [n, +oo[ et tend vers 0 en 400, alors Vj € N*

fU) est intégrable sur [n, +ocl, de plus, d’aprés III.A.3)b) et I1.A.2); Yz € [0, 1]; [Agpti(z)] <1
Alors : Vt € [n, 400 5 |A3, 41 () fPPHD(1)] < | fPPHD(1)|.

Lapplication [t — A3, (t) P2 (t)] est donc continue par morceaux intégrable sur [n, -+ool.

Do lim fTiV—H Az, () fPPT2(t)dt existe bien et par conséquent hm (Z Ik )) existe
—00

aussi.
On fait alors tendre IV vers I'infini dans ’égalité ci dessus on obtient :

S F0) = =F )+ 31 n) = Sang SO m) + 1 Ay ()77 1),
2 2

En utilisant IIL.A.3)b) On a : | [7 A5 () fP+2) (t)dt( < fiFe lazel | p2p42)(4)| gt

Puisque f2P12) garde un signe constant sur [n, +00], alors :
[F | per (1| dt = ‘f:w f(2p+2)(t)dt‘ = |+ (n)]. Dot

S Apa (O (1)t <

n
e | )]

2p—2 )
II1.B.2) On a vu dans ILB.2) que : R, (o) = — Y a;f(n) + O(sarr=—)
i=0

Ro(a) = —f(n) + 1 /() = 3 aif®(n) + O(sbyr)-

=2

Alors selon la question : II.A.3)c) et pour f(t) = W qui définit bien une application de
classe C*° sur [n, +oo[ qui satisfait bien les conditions de II.A.2), I’égalité précedente s’écrit :

50 =~ )+ 1 () - pilazjf@j)(n) T O(br).

Identlﬁons avec ’égalité de la questlon précedente, le terme O( ) s’écrit sous forme :

na+2p T

d’une intégrale, qui est : f+°° A;p L) fP)(t)dt. On écrit alors :

Ra(@) = =) + 45 /() = 'S a3, 0 0) + [ A, 2 (059 0

IV Compléments sur ’erreur

On fixe ici un réel o > 1 et on considere la fonction f définie sur RY par f(z) = W

IV.A— Encadrement de ’erreur
IV.A. 1) Soit ¢ une fonction continue par morceaux croissante sur [0, 1].

fo t)dt = 1/2 A, (t)g(t)dt + f11/2 A, (t)g(t)dt. On change la deuxiéme intégrale par le
changement de varlable :u =1—t, on obtient :

Jy An@)g(tydt = 7> A (£)g(t)dt + [ An(1 = £)g(1 — t)dt. et d’aprés TILA.1)b)

i a, < > ( it = 1% A, (0)a(0) + (1) <1 — )t

Alors pour n impair, ceci s’écrit : fo t)dt = 1/2 An(t)(g(t) — g(1 —t))dt.

g est croissante, alors : V¢ € [0,1] ; (g(t ) (1 —t)) < 0.

Sin =1 (mod 4) alors : V¢ € [0, 3]; Ay (t) <0, d’ou : fo 2(t)g(t)dt > 0.
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Sin =3 (mod 4) alors : V¢ € [0,1]; A, (t) >0, d’ou : fo )g(t)dt < 0.
IV.A.2) On reprend les notations de I1.B.2) et le résultat du II1.B.2)

Rp(@) = —f(n) + 3f'(n) — p_ii%jf@j) (n) + [ A5, (£) f@P) (t)dt.
=

-~ n—1 I
R, () = Sy 2p—2(a) — kglk% + f: A§p71(t)f(2p) (t)dt

5(@) = Snzp2(@) + [ A3, 1 (£)fCP (t)dt.

Remlagons successivement dans cet égalité p par (2p+ 1), (2p + 2), et 2p. On obtient :
(i) S(a) = Snap(@) + ;7 Afp 1 ()4 (1)t

(if) S(@) = Snapra@) + [, Afy y5(6) FOPH (D)dt.

(iii) 5(0) = Snap—a(@) + [ A1 () f4P (¢ >dt

Examinons le cas (i). f:oo Al (8) FUPTD(2) Z fk—H Ay (8) FUPTD (t)dt
J% Ay (74P (t) Z ST Aspa (t = k) FOP*D (1)d Z Jo Arp1 (u) fAP+2 (u +
k)dt.

L’application : [u — f*+2)(y + k)] est continue croissante sur [0, 1], alors d’aprés la question
précedente : fol Agpi1(w) fA4PT2) (u + k)dt > 0 et par conséquent : f:oo Azp+1(ﬁ)f(4p+2) (t)dt >0
Dot S,, 4, (a) < S().

De la méme mani¢re on a : f:m Al ys(t) fUPTD(t)dt < 0 et f:oo Aj, () fEP (t)dt < 0.

D’ou les inégalités : 5';%41,(04) < Sla) < §H,4p+2(a) et §H,4p(a) < Sla) < §n,4p_2(a).

Soit maintenant p > 1. On va utiliser ces deux inégalités dans les deux cas suivants :

Premier cas : Si p est pair; p=2q _ B _

0 < S(a) = Spap(a) = S(@) — Spag(@) < Shagra(a) — Spagla) = —a4q+2f(4q+2)(n) =
*a2p+2f(2p+2)(”)~

Doit |$(a) = Su2p(0)| < azps2f P+ (n)] .

Deuxiéme cas : Si p est impair; p = 2q — 1 _ _

0 < Spzp(@) = S(@) = Snag—2(a) — S(a) < Sngg-2(@) — Spag(@) = aggfU9(n) =
agp+2f PP (n).

Dot [S(a) = Sn2p(@)| < |azps2f 42 ()]

IV.A.3) Dans cette question on reprend le cas de I1.B.3), on applique la question

précédente on obtient : ‘5(3) = §100,4(3)‘ < |aef©(100)| = =g |F©(100)|.

£@) = 73 £/@) = & £ @) = 25 IO@) = B fD () = 5 1O(@) = 85 7O) =

8

7©)(100) = —360.7.10~16, alors ‘5(3) - §100,4(3)‘ < 360710720 _ 19016 < 10-17,

IV.B— Séries de Fourier
Pour tout entier naturel p > 1 et tout réel z, on pose : A,(z) = Ap(& — [3&]).
IV.B.1) A, est continue sur R et Papplication [z — 5= — [2£]] est continue par morceaux

sur R, alors Zp est continue par morceaux sur R.
Ap(z +2m) = 141[,(—””;?27r — [Lﬁ”]) — A=l = [% + 1}) = Ap(z).

e

IV.B.2) A,(n) = 2= [ A,(t)e ™ dt.
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vt € [0,2n ; [i]:Oetﬁ()*A( )etA :Qif Je~™tdt. On pose : & = 5=
A\p(n) = fol Ap(z)e 2™y, Fixons n € Z*et posons : h(z) = % h est C sur [0, 1] et
ona:

Ay(n) = fol Ay (x)hP+D) (z)dr. Appliquons maintenant la question IIL.B.1).

~ q . . 1

Ap(n) = (=DP(A(1) = h(0)) — (=1)P 3 (=1)7+* [4;(0)D(1)]

j=1
Vu que h est ses dérivées successives sont 1-périodiques et que d’aprés ITI.A.1)c)
pour tout j > 2, A;(1) = A4;(0).
A,(n) = (=1)PHL (A ()R (1) — A1(0)W(0)) = (=1)PH1R/(0) = G —1
AM—() (A1 (W)R (1) = AL(O)W(0) = (~L)PHIR(0) = SR — =1
fo x)dx = 0.

inz

IV.B.3) La série de Fourier de ;1][, est donnée par : gp(z) = > Giemye Tt -
nez*

p+ 1 > 1,alors la série de Fourier de Zp converge normalement sur R.

IV.B.4) ay, = A2,(0), /Tgp est 27T—péri0dique de classe C'' par morceaux, alors d’aprés le

théoréeme de Dirichlet : %* (2“m)2p _ AZP(+O)‘|2“A2P(7O).
ne
Pour = > 0, = proche de 0, Agp( ) = Agp(5%).
Pour 2 < 0, x proche de 0, Az(x) = Agp(5= + 1).
)

€9 p
Alors : > —2C0° AZT’(O);AZT’(U = Ay, (0). ( D’aprés la question III.A.1)b) )

27n)2P
> )

Finalement : as, = A,(0) = (—1)P*! nggz;)zw

IV.C— Comportement de 1’erreur
IV.C.1) 1l suffit de dériver l'expression : f(x) =

W 2p fois et ensuite (2p + 2) fois et

azpt2f PP (n) | _ (a+2p)(at2p—1)S(2p+2)
a2 () 2725 (2p) :
IV.C.2) Ici on va examiner deux résultats, celui de IV.A.2) et celui de IV.C.1).

S(a) = Sn2p(a) %puﬁﬁ“NﬂawwWWW><ﬂwW%DWH%

utiliser I’égalité de IV.B.4) pour obtenir le résultat :

asp f(2P) (n) 4n27w2S(2p)
S(2p) = Z =1+ Z . La série 22 55 converge normalement pour p € [1, +oo[, alors
n=1 n
o0

1 —_— i =

pgr-i{loonzz . nzzpkm "2p 0 et pgr-{loos@p) L
;- azppaf P (n) | o (ak2p)(at2p-1)S(2p+2) _

Alors a n fixé : pginoo asp fCP (n) | pglfoo An?x25(2p) = +o0.

Pour n fixé, plus que p est grand, plus que lapproximation de S(«a) par §n,2p(a) est mauvaise.

Etant donné que ng(g-;)z ) < 1, ne choisir que des couples d’entiers tels que :

(a+2p)(a+2p 1) |f(2p)(

Ep = Inoa? n)| est suffisament petit, comme ¢a on aura :
+2p)(a+2p—1)S(2p+2
S(a) — Sp.ap(a ‘ < |agp2f P2 (n)| < |agy f@ (n) (a p)iz ﬂps(zij)( pt+2) < o

ce qui permet d’avoir de bonnes approximations de S(«) par Sn,gp( Q).
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