Chapitre I
Fonctions convexes
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Partie A

Parties convexes d'un espace vectoriel

Dans cette partie, E désigne un espace vectoriel réel. On le muni de sa structure d’espace affine canonique
et on note O son origine. Pour un vecteur u de E, on identifie (abusivement) le point O + u et le vecteur
u. De plus, compte tenu de cette identification, si u et v sont des points de E, on note b = v —u.

1. Barycentres

Définition 1. Barycentres
Soit n € N* et x4, ..., x, des points de F.
On dit que I'élément g de E est un barycentre de z1,...,x, s’il existe des réels A\i,..., A\,

n
vérifiant Z Ai # 0 et tels que :

i=1

g = nl ikmz
Z)\i i=1
i=1

Dans ce cas, on dit que g est le barycentre de la famille de points pondérés ((z;, \i)); ;<

Remarque 1.

Si tous les réels de la famille (\;)1<i<n sont égaux a un certain réel non nul A, le barycentre est
n

1
appelé isobarycentre et est égal a — in. On remarque que l'isobarycentre ne dépend pas
n
i=1
de la valeur commune A des coefficients.

Exemple 1.

1. L’isobarycentre de deux points u et v est le point 3(u+v). Le barycentre de ((u,2), (v, —1))
est le point 2u — v.

2. Soit X une variable aléatoire prenant un nombre fini de valeurs réelles 1, ..., x,, de pro-
babilités respectives py, ..., pn. Le barycentre de la famille ((x;,p;))1<i<n n'est autre que
I’espérance de X.

Proposition 1.

Soit z1, ..., x, des points de E, Ay, ..., A, des réels tels que Z?:l Ai # 0 et p un réel non nul.
Le barycentre de la famille de points pondérés ((x;, jtAi)); <<, est bien défini et est égal au
barycentre de la famille de points pondérés (i, Ai))<icp-



Remarque 2.

En vertu de la proposition précédente, quitte a diviser par la somme des pondérations, tout
barycentre peut étre considéré comme celui d’une famille dont la somme des pondérations vaut 1.

Définition 2. Barycentre d coefficients positifs
Soit x1,...,x, des points de E et Aq,..., A, des réels tels que E?:l Ai # 0. On dit que le

barycentre de la famille de points pondérés ((x;,Ai))<;<,, est a coefficients positifs si, pour
tout i € {1,...,n}, \; > 0.

2. Parties convexes

Définition 3.) Segment

Soit u,v des points de E. Le segment entre u et v, noté [u, v] est ensemble défini par :

fu,0] = {tu+ (1= tyo | ¢ € [0, 1]}

Définition 4. Partie convexe

Soit A une partie de E.
On dit que A est convexe si, pour tous u,v € A, le segment [u,v] est inclus dans A; i.e.

Yu,v € A, Vt €[0,1], tu+ (1—t)v € A.

Exemple 2.

Les segments, les sous-espaces vectoriels et les sous-espaces affines sont des parties convexes.

Théoréme 1.) Caractérisation des convexes par les barycentres

Soit A une partie de FE.
A est convexe si, et seulement si, le barycentre a coefficients positifs de toute famille de points
pondérés de A appartient a A.

Partie B

Fonctions convexes d’'une variable réelle

Dans cette partie, I désigne un intervalle de R d’intérieur non vide.



1. Fonctions convexes

Définition 5. Fonction conveze / concave
Soit f : I — R une fonction. On dit que f est convexe si, pour tous x,y € I et pour tout

tel0,1]:
fltz+ (1 =t)y) < tf(x)+ (1 —t)f(y)

On dit que f est concave si —f est convexe.

Exemple 3.

— Toute fonction affine est convexe sur R.
— La fonction valeur absolue est convexe sur R.

2. Convexité et épigraphe

Définition 6.) Epigraphe
On appelle épigraphe de f le sous-ensemble de I x R, noté &, définit par :

& ={(z,y) e I xR f(z) <y}

JThéoréme 2.) Caractérisation géométrique de la convexité

Soit f : I — R. La fonction f est convexe sur I si, et seulement si, son épigraphe £ est une
partie convexe de R2.

,(Théoréme 3.) Inégalité de Jensen

Soit f : I — R une fonction. Si f est convexe sur I, alors, pour tout n € N*  tous points
T1,...,Zy de I et tous réels positifs Ay, ..., A, tels que Z?Zl Ai=1,ona:

f(Z Niw;) < Z Aif ().

3. Inégalité des pentes

JThéoréme 4.) Inégalité des pentes

Soit f : I — R une fonction. f est convexe sur I si, et seulement si, pour tous x,y,z € I avec

r<y<z, ona:
J) = @) _ J&) = J@) _ f() =)

Yy—x B Z—T B Z—=Y




'(Proposition 2.]

Soit f : I — R une fonction. f est convexe sur I si, et seulement si, pour tout zo € I,
I’application :

I~ {2170} - R

f(2) = f(zo)

r — X

Txq -

x —

est croissante.

Partie C

Convexité et dérivabilité

1. Fonctions convexes dérivables

Soit f : I — R une fonction dérivable sur I. f est convexe sur I si, et seulement si, f’ est
croissante sur I.

Proposition 3.]

Soit f : I — R une fonction dérivable sur I. Si f est convexe sur I, alors son graphe est au
dessus de chacune de ses tangentes i.e. pour tout o € I, on a :

Ve el, f(z)=f'(zo)(—20)+ f(20).

2. Fonctions convexes deux fois dérivables

Théoréme 6. Caractérisation de la convexité par la dérivée seconde

Soit f : I — R une fonction deux fois dérivable sur I. f est convexe si, et seulement si, f” est
positive i.e.
Veel, f'(x)>0.

3. Exemples d’inégalités classiques

Exemple 4.

1. VxeR, e > 1+ x.

2. Vz e RY, In(z) <z —1



3. Vx € [0,7/2], 22 < sin(x) < z.

™

Exemple 5. Moyenne géométrique VS moyenne arithmétique

Soit n € N* et z1,...,z, € R;. On a :

1:1—|—...+a:n.

VT, < T

n
ou autrement écrit : )

n n 1 n

. n <

=1 =1

En déduire que pour tout n € N*,

Wg"gl.
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