Mathématiques spéciales

Corrigé de la feuille d’exercices n°13

Exercice 1.

Calculer les développements limités suivants :

1
1. 1—2 e® a l'ordre 3 en 0 2. Vl—-z++vV1+xalordreden0
3. sinz cos(2z) a l'ordre 6 en 0 4. cos(z)In(l + x) & 'ordre 4 en 0

5. (z® +1)v/1 -2 a l'ordre 3 en 0 6. (In(1+ ac))2 a l'ordre 4 en 0

1. Il suffit d’écrire

1
= 142422 +23+0(2?)
1—=z
2 3
e = l4z+5+2+o?)
et de faire la différence :
1 z m2+5x3+ (%)
—e"=—+4+ — +o(x
11—z 2 6
2. 11 suffit d’écrire
z x2 8 5zt
1 = ]_ _ — - 4
vVi+zx +2 3 +16 128+0($)
z x2 8 5zt
1-— = 1—-=-———= - — - — &
‘ 58 16 18 ")
et de faire la somme :
x? 5t N
\/1+$+\/1—$:2—Z—67+0(I)
3. On écrit
3 5
sin(z) = a:—%—l—lg;—o—i—o(mﬁ)
2 4
cos(2x) = 1-—22+ % + o(x°).

Remarquons qu’il n’est pas nécessaire d’aller jusqu’a l'ordre 6 pour cos(2x) car tous les
termes de son développement limité seront au moins multipliés par x, et on gagne un ordre.
On en déduit, en effectuant le produit

133 " 12125
6 120

sin(x) cos(2z) = x — + o(z®).



4. On écrit les développements limités

x x
= 1-= 4= 4
cos T 2+24+0(x)
2 3 4
x x x
In(1 = 2 4
n(1l+ x) x 2+3 4+0(x)
et on effectue le produit pour trouver
2 3
(cosz)In(l+2a)=x— % - % + o(z).

5. C’est la méme méthode, encore plus facile car 1+ 2% = 1+ 22 + o(2?). Puisque d’autre part
ATz 1-2 8 8 09
—x=1—--—-————+4o(x
2 8 16

on trouve en effectuant le produit

x  z? 1528
(1+:E3)\/17x:1—§—§+ T + o(x3).

6. Puisque In(1+ z) ~q z, il est 1 aussi simplement nécessaire d’effectuer un DL de In(1 + x)
a lordre 3. En effectuant le produit, on va automatiquement gagner un ordre. Donc, en

écrivant ) 5
In(1 + z) :x—x—+x—+o(x3)
2 3
on trouve
11z*

(1n(1+:17))2:z27:r3+ + o(z*).

12

Exercice 2.

Déterminer les développements limités des fonctions suivantes :

1
. ————— alordre 4 en 0 2. tan(z) & 'ordre 5 en 0
1+ —1—13: (1
. smre e alordre 2 en 0 4. M a l'ordre 3 en 0.
cosx + 1 sinx

1. On pose u = x + 2, qui tend bien vers 0 lorsque x tend vers 0, et on utilise

1
1+u

=1—-u+u®—u®+u'+o(u?).



On calcule les puissances de u, mais bien siir on les tronque a 'ordre 4. On trouve :

U z + 22
w2 = z?+422°% + 2t
uwdP = 2343z + o(z?)
ut = 2* 4 o(z?)
Ainsi, en remplagant, on trouve
_ =1—z+23—2* 4+ o(z?).
1+ x+ 22

1

cosx”

. On commence par calculer le DL (& l'ordre 4 simplement!) de g(z) = Pour cela, on

remarque que
(@) : :
g\r) = 2 1 =
-~ S +5to@) l-u

avec

el P
u = E—Q—i—o(x)
%

N

ut o= + o(z*)

On déduit du DL de lflu que

x? 5t 4
=14+ —+ — .
g(z) +2+24 + o(z*)

On multiplie alors ce DL avec celui du sinus :

) z3  z° o
sm(x)—x—g—km—ko(x)
et on trouve
¢ LT )
anr =x + — + — + o(z°).
3 15

. A lordre 2, on a
2

cos(z) +1=2— % + o(z?),

d’ou
1 1 o 1 1 22

cost+1 2 1—%%—0(332) 2
On multiplie ce DL par celui de sinz — 1

sinz — 1= —1+z+ o(z?).
On trouve finalement

sinz—1 1 x 2

=4 L. 8_ & 2
2+cosx 2 2 8+0(x)'



4. Ici, il faut faire un DL a l'ordre 4 du numérateur et du dénominateur car les termes en x
vont se simplifier. On trouve

ln(l—i—x)_3:—””2—2—#%—%4—!—0(564)_1—%4—%2—%4—0(1:3)

sin T — %+o(x4) B 1- ””—62+o(x3)

On effectue ensuite le DL a l'ordre 3 de
1 z2
— =1+ —"—+4o(z®
2
1 - % +o(z?) 6
puis le produit et on trouve finalement

In(1+ x) r z2 23 2
merr LT .
sin @ 2 T3 3 o)

Exercice 3.

Calculer les développements limités suivants :

1. In (smx) a lordre 4 en 0 2. exp(sinz) a lordre 4 en 0
x

. 1
3. (cosx)*™* & l'ordre 5 en 0 4. z(coshz)® al'ordre 4 en 0.

1. On commence par écrire

sinx z2 n z! +of 4)
z 6 120 27
On peut donc écrire
1 sin (1 2 ) x2+ x? +of 1)
n =In u) avec u = —— + —— + o(z").
7 6 120

En particulier, on remarque que o(u?) = o(x*). De plus, on sait que

2

In(1+u)=u-— % + o(u?).

On calcule les puissances de u, et on les tronque & I'ordre 4. Ainsi,

x2 x?

_ Rt 4
u=-—7 -+ tol@)

4
u? = % + o(z*).

sinz —? 1 1
1 - = 4 4
n(x) 6 +<120 2><36)x+0(m)
—332 334

_ o 4
= % 1m0 @)

Il vient




2. On pose u = sinx = = — % + o(x*). u tend vers 0 lorsque x tend vers 0, et on peut bien

écrire que
2 3 4

ut
=1 S 1),
exp(u) +u—|—2+6+24+0(u)
Mais,
3
u = z-2 4 o(z*)
6
4
u? = 22— % + o(z)
3 $3 + O($4)
1= o2
En remplacant, on trouve
2 4
exp(sin(z)) =14z + % - % + o(z*).
3. On écrit .
(cosz)*™* = exp (sinzIn(cosz)).
On va donc devoir composer deux DLs, et faire un produit! Soit d’abord u = —12—2 + ”2”—4 +
o(x®). On a
w2 wd out Wb
1 (4w =u— ey L 5.
n(cosz) =In(l+u) =u > + 3 1 + 3 + o(u®)
D’autre part,
z?2 zt g
u = - + 51 + o(z?)
4
u? = % + o(z®)
3 _ 0(1'5)
4 _ 0(%5)
5 _ O($5)
Il vient
2 4
In(cosz) = —— — 4 o(z?)
2 12

On en déduit

sin(z) In(cosz) = <x S + L + 0(335)) (‘””2 o + o(a:5)>

6 120 2 12
3
- 5
= 2 o)
Finalement, on pose v = —% + o(x3), et on voit que v? = o(x%). On obtient donc

3

exp (sinzIn(cosz)) = exp(v) =1+ v+ O(v?) =1 — % + o(z%).

Il y avait finalement moins de calculs que ’on ne pouvait le craindre!



4. On commence par étudier le DL de *In(cosh ). Au voisinage de 0, le DL & l'ordre 4 du
cosinus hyperbolique est donné par

2 CE4

x
hrx =1+ —+ — 4.
cosh x +2+24+o(a:)

Celui de In(1 + u) est donné par

u?
In(l14+u) =u-— 5 + o(u?).
Il est n’est pas nécessaire d’aller plus loin, car en posant u = 73—22 + % + o(z?), on a déja

o(u?) = o(x?). Puisque u? = % + o(z), on a en introduisant dans le DL de In(1 + u) :

T 933

1
71 ‘h = - — — 3
- n(cosh ) IR + o(z”)
(on se contente de DLs a l'ordre 3 car on va les multiplier par = & la fin). Pour trouver le

DL de (cosh x)%, on doit encore composer par I’exponentielle :

avec
3
v o= g =1 + o(z?)
2
2 _ I 3
vt = + o(z?)
3
3 _ I 3
vt = = + o(z”)
On trouve donc ) 5
(cosha)® =1+ g + % - % +o(a?)
Pour la fonction initiale, ceci donne
22 23 4
e = SIS “
z(cosh ) J:+2+8 16+0(x)

Exercice 4.

Donner la nature des séries numériques )  u,, suivantes :

/1
l.unzl—cosi 2. u, =4/ch——1
n n
YL2 *
n
3. up =
! <n+1>




1. En utilisant le développement limité du cosinus, ou I’équivalent 1 — cosx ~q ”2—2, on voit

que :
72

Un ~+oo ﬁa
et la série est convergente.
2. Le terme général u, est positif, et de ch(1/n) = 1+ 1/2n? + o(1/n?), on déduit que

u, ~ ——. Par conséquent, la série est divergente.

2n
3. Ona:
% 1
U, = exp|(—n"In|1+ —
n

~ioo €

Par comparaison a une série géométrique positive et convergente, la série de terme général
Uy converge.

Exercice 5.

Etudier la nature des séries Y u,, suivantes :

sin n? —1)"1
1.y, = ST 9. u, — (D" n
n %) n
3 un:cos(nw
nlnn
1. On a:
e
U o

et la série converge absolument.

2. La série est alternée, et le module du terme général décroit vers 0 a partir d’un certain
rang : la série converge par application du critere des séries alternées.

3. 1l s’agit d’une série alternée bien cachée. En effet, n? a la parité de n, et cos(km) = (—1)k.

(=1)"

nlnn

Le terme général vaut donc u,, = . La série converge par application immédiate du

critére spécial des séries alternées.



Exercice 6.

Soit f : [0,1] — R une fonction continue. Montrer que la série de terme général + fol t" f(t)dt
est convergente.

On va montrer que cette série est absolument convergente. Puisque f est continue sur le segment
[0,1], elle y est bornée par M, et on a :

M [ M
|tn| < —/ it < ———.
n Jy n(n+1)

La série de terme général (u,) est absolument convergente.

Exercice 7.

1. Montrer que la série \F) converge.
. (=" L Gt 1
2. D t = - = — .
émontrer que Jn+ (- n " + n\f v/
(=D"
Vit (-1

4. Qu’a-t-on voulu mettre en évidence dans cet exercice ?

3. Etudier la convergence de la série Z
n

1. Ceci est une conséquence directe du critére des séries alternées. La série est alternée, et la
valeur absolue du terme général décroit vers zéro.

2. On éerit que
I O ) S
it (D"~ vm 1+<7ﬁ>"
F el
e 1 (e ( )
NG

Il
—
|
—_
N—
3
/N
[
|
—

3. Notons u,, = \f(ﬂl)") Uy = (7%”, Wy, = —% et t, = < \} +0( f) Notons U,,, Vi, W,

et T}, leurs sommes partielles respectives. Alors (V},) est convergente, (W,,) est divergente, et
(T},) est convergente. En effet, |t,| ~oo ﬁ et la série ) t, est absolument convergente.
Donc (U,,) est somme de deux suites convergentes et d’une suite divergente. Elle est donc
divergente. Autrement dit, la série de terme général u,, est divergente.

4. Bien que \/é +(1 )nl)n _\/17%”, I'une des deux séries converge et ’autre diverge. Dans le

théoreme de comparaison de deux séries, on ne peut donc pas se passer de 'hypothese que

les termes généraux gardent le méme signe. Une autre conclusion est que u, = (—1)"ay,,



avec a, > 0, (ay) tend vers 0, et pourtant ) u, diverge. Dans le critére des séries alternées,
on ne peut donc pas se passer de ’hypothése (a,) décroit.

Exercice 8.

Soit o € R.

1. Pour a < 1, déterminer un équivalent de S,, = ZZ=1 o

Q

‘ —-

2. Pour a = 1, déterminer un équivalent de S,, = ZZ:1

ey
Q

Dans tous les cas, on va comparer a une intégrale.

1. On doit séparer les cas a < 0 et a > 0. Si a > 0, la fonction x — =% est décroissante sur
[1, +00]. Pour tout k > 2, on a donc

/’““ dt 1 /’“ dt
k tOé (o3 b1 tO{
I’inégalité de gauche étant encore valable pour £ = 1. On somme l’'inégalité de gauche pour
k allant de 1 & n, et celle de droite pour k allant de 2 a n. En rajoutant 1 & I'inégalité de

droite, on trouve finalement :
" dt " dt
/ =<8, <1+ / =,
1t 1t

En intégrant, il vient

1 1 1
117a77<sn<7 =@ = 1
1—a(n+) l—a ™ T 1l-a 1-— +

On en déduit que
-
(n—l—l) 1 < S’? i C
n nlfa—nla — no—1
-«

Sn ~ oo

Si a <0, la fonction z — =% est cette fois croissante. Le raisonnement est strictement
identique, mais on doit inverser le sens des inégalités. On obtient exactement le méme
résultat.

2. Le raisonnement est toujours identique, mais cette fois on doit intégrer la fonction % dont
une primitive est Inz. On en déduit que

Sn ~ioo Inn.



Exercice 9.

Soit « > 1. On note
+oo 1
Ro= ) —
k=n+1
1. Soit a € R. Déterminer
. *dt
lim —.
r—+o00 to

2. En déduire un équivalent simple de R,,.

1. On integre :
T dt 1
/ - (xlfoc o alfoz) )
P N

On fait tendre x vers +oo et on trouve que
T dt _ 1 gl

lim — =
z—+oo ot  a-—1

2. On va comparer la somme a une intégrale. La fonction z — = étant décroissante, on en

déduit que, pour tout £ > 2, on a

/k+1 dt 1 /’“ dt
—< =< —.
A k—1 t¢

N+1 g N Nt
= = = = o
n t k n t

On fait tendre N vers +oo. En utilisant le résultat de la question précédente, on trouve que

1 1
< < —m—.
(a—1)(n+1)e"1 — B < (a —1)n>—1

On en déduit que
R,
i —1
no=1(a—1)
1

c’est-a-dire
R ~Y —_— .
"R (o= 1ot

Exercice 10.

Déterminer un équivalent simple de In(n!).

10



On se rameéne a une somme en remarquant que

n

In(n!) = Z In(k)

k=1
Puisque la fonction In est croissante, on a pour tout k& > 2,
k k+1
/ In(t)dt < In(k) < / In(t)dt.
k-1 k

On somme cette inégalité pour k allant de 2 & n et, remarquant que In(1) = 0, on trouve

n n+1
/ In(t)dt < In(n!) < / In(t)dt.
1 2
Une primitive de In(z) étant donnée par x Inz — z, on trouve que
nlnn—n+1<lnn!) <(n+1)hn+1)—(n+1)—2In2+2.

On divise par nlnn pour prouver que In(n!) ~; nlnn. La seule chose non évidente & vérifier
est que
(n+1)In(n+1)

— 1.
nlnn

Pour cela, on écrit

(n+1)In(n+1) nln(n+1)+(n+1) In(n)+n(1+ ;) N nn+n(l+)

nlnn B nlnn Inn nlnn

Exercice 11.

Montrer que la série de terme général

1 2 1

Vil va Vail

(pour n > 2) est convergente, et calculer sa somme.

Uy =

On a affaire & une série télescopique un peu compliquée. Les simplifications se font sur 1’écriture
de 3 termes consécutifs. Précisément, on a

& 1 2 1
S, = ===
};2( k=1 vk k+1>
n—1 n n+1
1 1 1
SDOR SISO
oVE  oVE SV
P U D
V2V VarT

11



On prouve donc que la série converge, et que sa somme fait : 1 — %

Exercice 12.

Sachant que e = %, déterminer la valeur des sommes suivantes :
2 3
n+1 n* —2 n
1. E 2. E 3. E —.
n! n! n!
n>0 n>0 n>0

1. La premiere somme ne pose pas de problémes :

n+1 n 1 1
> :ZgﬂLZg:Zm“:?&

n>0 ’ n>0 >0 n>1

2. La deuxiéme somme est plus compliquée & cause du terme en n?. Pour qu’il se simplifie
bien avec le n!, le plus commode est de ’écrire

n?>=n(mn-1)+n

de sorte que

n? —2 n(n —1 1 1
Z — :Z (n! )+Z(n—1)!_2zn!:€+€_2€:0

n>0 ’ n>2 n>1 n>0

3. La méthode est similaire. Dit de facon algébrique, on va décomposer le polynéme X?3 dans
la base 1, X, X (X —1), X(X —1)(X —2). En raisonnant d’abord avec le terme de plus haut
degré, puis celui juste apres, etc..., on trouve :

X3=X(X-1)(X-2)+3X(X-1)+X.

On en déduit :

Z% = ZW—FSZn(n—I)nH—Z%

n>1 n>1 n>1 n>1
1 3 1
= —— T
7%:3(7173)! 7%:Q(an)! nzz:l(nfl)!
= be.

Exercice 13.

1. Soit (x,) une suite de réels et soit (y,,) définie par y,, = p4+1 — . Démontrer que la série
> YUn et la suite (2,,) sont de méme nature.

12



n"e "\/n

. On pose (uy,) la suite définie par u, = . Donner la nature de la série de terme

n!
P U
général v, = In ("H)

Un

. En déduire 'existence d’une constante C' > 0 telle que :

n! ~yo Cy/nn'e ",

On écrit Enzl Yn = n+1 — 21 (la somme est télescopique). Ainsi, la suite des sommes

partielles (25:1 Yn) converge si et seulement si la suite (zy) converge.

1 1
vn:<n+>ln<1—|—>—1.
2 n

On effectue un développement limité de v, -il faut pousser le développement du logarithme
jusqu’a l'ordre 3 - et on a :
1 n 1
W, = ol = ).
" 1202 n?

La série de terme général v,, est donc convergente.

Un petit calcul prouve que :

. On écrit v, = In(tp41/un) = In(Up41) —In(uy,). Puisque la série ) v, converge, d’apres la

premiére question la suite (ln(un)) converge vers un réel [, et en passant a I’exponentielle,
on trouve que la suite (u,) converge vers un réel C strictement positif. Revenant a la
définition de (uy,), ceci donne le résultat.

Exercice 14.

Soit

1.

(up,) une suite de nombres réels. Dire si les affirmations suivantes sont vraies ou fausses.

Si u, > 0 et si la série > u, converge, alors 4,1 /u, a une limite strictement inférieure &
1.

. Si up, > 0 et sila série Y u, converge, alors (u,) est décroissante & partir d’un certain

rang.

. Siu, >0, et sila série Y u,, converge, alors la série de terme général u2 converge.
. Si (—=1)™nu, — 1, la série Y u,, converge.

. Si (=1)"n%u, — 1, la série > u,, converge.

1. Faux! Prendre u, = 1/n>.
2. Faux! Prendre ug, = 1/n? et ug,+1 = 2/n%. On a toujours ug,.1 > uz,, et pourtant la

série converge.

. Vrai! Pour n > ng, on a 0 < u, <1 et donc0 < u% < u, < 1. On a convergence par

13



4.
5.

majoration (le terme général est positif).

1
nlnn"

Faux! Prendre u,, = # +

Vrai! On a convergence absolue, car  partir d’un certain rang, |u,| < 2/n?.

Exercice 15.

Soit Y, u, une série & termes positifs.

1.
2.

On suppose que ), u, converge. Prouver que, pour tout o > 1, > u$ converge.

On suppose que Y, u, diverge. Prouver que, pour tout a €]0,1[, >~ u& diverge.

. Puisque la série ) u, converge, la suite (u,) converge vers zéro. Il existe donc un entier

N > 0 tel que, pour n > N, on a 0 < u,, < 1. Puisque @ > 1, on a alors, pour n > N,
0 < u? < u,. Puisque 'on travaille avec des séries a termes positifs, ceci entraine la
convergence de Y - uf.

2. Deux cas sont possibles : <ul class="rien”>

. ou bien (u,) ne converge pas vers 0. Dans ce cas, la suite (u$) ne converge pas non plus

vers 0, et donc la série >, ug diverge;

. ou bien (u,) converge vers 0. Dans ce cas, il existe un entier N tel que, pour tout n > N,

on a 0 < u, < 1. Puisque « €]0,1[, on en déduit que 0 < u,, < u®. </ul> Ainsi, la série
>, U est aussi divergente.

Exercice 16.

Soit (uy,) une suite a termes positifs telle qu'il existe a € R vérifiant

U a 1
A <> .
Up, n n
On suppose a > 1. Soit b €]1,a[ et posons v, = ﬁ Comparer u,, et v,. En déduire que
>, Un converge si a > 1.

2. Démontrer que ) u, diverge si a < 1.

3. En utilisant les séries de Bertrand, montrer que le cas a = 1 est douteux.

4. On suppose que 22+t =1 — % +0 (n—lrz) . On pose v, = In(nu,) et w, = vy11 — Vy.

Un
(a) Montrer que w, = O (35).
A

(b) En déduire que u, ~ % avec A > 0 et que ) u, est divergente.

14



1.

4.

Supposons d’abord a > 1, et prenons b €]1, a. Posons aussi v,, = % Alors on a

b —b
Un+1 n 1 b 1
=—— _=(1+=) =1--= -.
v (1) (%) n+<n>

Ainsi, il existe un entier ng tel que, pour n > ng, on a

Un41 < Un+41
Up — Un

Par récurrence, on montre aisément par récurrence sur n que, pour n > ny,
U < Coy,

Uy . 2 0 N .- 2..q ;4

avec C' = —*0. Par comparaison (les séries sont a terme positif), la série de terme général
no

uy, converge puisque la série de terme général v,, converge.

. Dans le cas ot a < 1, on procéde de méme en choisissant cette fois b €]a,1[. On trouve

alors que, pour n assez grand,
U, > Cu,.

Puisque la série de terme général v,, diverge (cette fois, b < 1), la série de terme général u,,
diverge.

1
n(lnn)b

52~ (50) () = (-2 +o(3)) (et

Inn _ Inn B 1 _0 1
Inn+In(l+1/n) Inn+0(1/n) 1+0(1/nlnn) nlon )’

Effectuant le produit des deux développements limités, on trouve qu’au premier ordre,

Unp+1 1 1
=1——+4o(—).
Unp, n n
Ainsi, on trouve le méme résultat, alors que la série de terme général u,, est parfois conver-
gente, parfois divergente. Le cas a = 1 est bien un cas limite.

(a) On a
= () () oo 3)

Posons u,, = dont on rappelle qu’elle converge si et seulement si b > 1. Alors,

Or,

| |
Q =3
N
3‘,_. =
~ <F
~
. Q
A
3[0‘,_.
~_
~

(b) La question précédente prouve que la série de terme général w, converge. Ainsi, il
existe C' € R tel que Y7, wy, — C. Mais Y 7—; wg = In(nu,) — In(uy). On en déduit
que la suite (In(nu,)) converge vers un réel. Passant a l’exponentielle, on en déduit
qu’il existe A > 0 tel que nu, — A c’est-a-dire u,, ~ % Ainsi, par comparaison, la
série de terme général u,, diverge.

15



Exercice 17.

Soient (uy) et (a,) deux suites de réels strictement positifs.

1. On suppose qu’il existe p € N et A > 0 tels que, pour tout n > p, on a

U
ap—— — Apt1 > A.
un+1

Démontrer que la série ) u, converge.

2. On suppose qu’il existe un entier p € N tel que, pour tout n > p, on a

Un

ay —ap41 < 0.

unJrl
On suppose en outre que ) ai diverge. Prouver que ) u, diverge.
3. Application 1 : retrouver la régle de d’Alembert.
4. Application 2 : étudier la convergence de ) u, pour

CIx3x5x---x(2n—1)

1x3x5x---x(2n—1)
Up = et u, = — X .

1
2X4x---X2n n 2X4X---X2n

1. L’idée est de se ramener a une somme télescopique. En effet, on a, pour tout n > p,
Atnyy < Gplin — Gpy1Ungl.

Soit N > p, on somme les inégalités précédentes pour n allant de p a N — 1. On obtient
N-1
A Z Unt1 < Apllp — ANUN < Gplp.
n=p
Notant Sy = 25:1 u, la somme partielle de la série, on obtient
apUp
A

Autrement dit, la suite des sommes partielles (Sy)n est majorée. Comme on a affaire & une
série a termes positifs, ceci assure la convergence de la série.

Sy < +S,.

2. L’hypothese s’écrit encore ay1Unt1 > anu, pour tout n > p. On en déduit que apu, >
apup, et donc que
Up = Aply, X —.
n = dpllp = o
Or la série ) ai est divergente et a termes positifs. On a donc par comparaison divergence
de la série > up,.
3. Supposons que “+L — | > 1. Posons a, = 1. Alors ul:il —-1— % — 1< 0, et donc pour n

Un
assez grand, on a u“i - —1 < 0. Puisque la série >, 1 diverge, il en est de méme de ) uy,.
Au contraire, supposons maintenant que ! < 1. On prend la méme suite (a,,), et on observe

que u“il -1 % — 1> 0, et donc pour n assez grand, on a
n

1
Un I ">

—-1>

Un+1
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Par le premier point, ) u, converge.

4. Pour les deux séries, la régle de d’Alembert ne permet pas de conclure car on est dans son
cas litigieux ou le quotient w,1/u, tend vers 1. On va conclure par la régle de Kummer
en utilisant a chaque fois a,, = n. Pour la premiere série, on a

Un, n+1

—ny1 = — <
Up41 nt 2n+1

an

Puisque la série 3, L est divergente, il en est de méme de Y, u,. Pour la deuxiéme série,

on a cette fois 41 .
Uy, n

—a =—2>—->0.
Unyr TP T on+1 72

Ainsi, par la regle de Kummer, la série est convergente.

Qn

Exercice 18.

Soit (u,) une suite décroissante positive. Montrer que les séries U, et 2™ugn sont de
n n
meéme nature.

Puisque les termes généraux des deux séries sont positifs, il suffit de démontrer que les sommes
partielles d’une des séries sont majorées si et seulement si les sommes partielles de I'autre le sont.
Le point clé est ’encadrement suivant :

2kU2k+1 S (2k+1 = Qk)u2k+1_1 S Ugk + -+ Ugk+1 _q S (2k+1 = 2k)U2k S QkUQk.

Ainsi, supposons que . 2%uor est convergente, et soit M tel que, pour tout K, on a
Zf:o 2%uqr < M. Alors, considérons N un entier et fixons K tel que N < 2K+1 — 1. On
a

N 2K+1 K 2kti_1 K
E Up, E E E u; < E 2k'LL2k < M.
n=1 n=1 k=0 j=2k k=0

On en conclut que Zn uy est convergente. Réciproquement, supposons que En Uy, est conver-
gente, et soit M tel que, pour tout N, on a ij:l Uy, < M. Alors, pour tout entier K, on a

K—12kt1_1

ZQ U2k—U1+Z2k+ Ugk+1 <u1+2z Z uJ§u1+2Zun§u1+2M

k=0 j=2k

Ainsi, la série ), 2"ugn est convergente.

Exercice 19.

Discuter, suivant la valeur des parametres, la convergence des séries suivantes :

b
1.6%—a—7, a,beR 2. Q/n3+an—\/n2+3,a€R
n

17



1. On réalise un développement limité du terme général :
b 1-0 1
evlza—(la)++0<2>,
n n n

Si a # 1, alors em —a— % — (1 —a) # 0 et la série diverge. Si a = 1 et b # 1, alors
en —a—%muroo %b et la série diverge. Sia =1 et b=1, alors en —a — % :O(ﬁ) et la
série converge.

2. On effectue un développement du terme général u,, :
a\1/3 3\ /2
=) (1 * n)
a 1 3 1
1
nd )’

Un

I
S
—
—
a

I
S
/~
wl
\
OIS
~
+
Q

Sia=#9/2, u, ~ % (% - %) et la série diverge. Si a = 9/2, u, = O (#), et la série > uy,
converge.

Exercice 20.

Soit, pour n > 1 et a > 0, la suite u,, = an—ff'

1. Etudier la convergence de la série >, Un lorsque a # e.

2. Lorsque a = e, prouver que, pour n assez grand, t,11/u, > 1. Que dire de la nature de la
série ) up ?

1. Cette série est bien adaptée a I'utilisation de la régle de d’Alembert. On calcule donc

Unyr oM (n4+1)!  nn
Up (n+ 1)7+1 a™n!

(2)”
-~ vo (Lo (1+2))
(e (2(2))

On obtient donc que ;11 /u, converge vers a/e. Par application de la régle de d’Alembert,
si a > e, la série est divergente. Si a < e, la série est convergente. Le cas a = e est un cas
limite ou le théoréme de d’Alembert ne permet pas de conclure directement.
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2. On pousse un peu plus loin le développement précédent. On obtient

Un+1

1 1 n 1
= X — — —
Up, CEXPATRN G T 202 " O\ 2

En particulier, pour n assez grand, % > 1, et donc la suite (u,) est croissante. Elle ne
.
converge donc pas vers zéro, et la série ) u,, est divergente.

Exercice 21.

Etudier la convergence des séries Y  u,, suivantes :

1 1 -3
L, —ltatoty 2un/7r/"smz
0

In(n!) 1+
3. ur €ER, upp1 =€ “/n* aeR.

1. Il faut savoir que la suite des sommes partielles de la série harmonique est équivalente a Inn.
On utilise ici seulement la minoration, qui se démontre tres facilement par comparaison a
une intégrale :

1 1 TL-‘rld
1+7+_.,+72/ —len(n-l-l).
2 n 1 T

On peut obtenir une estimation précise du dénominateur également en faisant une compa-
raison & une intégrale. Le plus facile est toutefois d’utiliser la majoration brutale suivante :

In(n!) =In(1) +--- +In(n) < nlon.

Il en résulte que u, > %, et la série Y u, est divergente.

2. On majore sous U'intégrale. En utilisant sinz < z, on obtient (on suppose n > 2) :

T/n 23 w/n a4
ogung/ dxg/ dr < —.
0 ].+:17 0 4n4

La série Y u,, est convergente.

3. Remarquons d’abord que u,, > 0 pour tout entier n. Supposons d’abord « > 0. Alors,
puisque e~ %m < 1, la suite (u,) converge vers 0, et donc e~ — 1. Il vient u,, ~1o0 n%, et
donc la série converge si et seulement si & > 1. Supposons maintenant o < 0. Alors la suite
(u,) ne peut pas tendre vers 0. Si c’était le cas, on aurait u, 1 = e~ /n® > e~ > ¢~ 1/2
dés que n est assez grand, contredisant la convergence de (u,) vers 0. Ainsi, la série de
terme général u,, est grossierement divergente.
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Exercice 22.

Discuter la nature de la série de terme général

an2vn
2V 4 pn’

Un

ou a et b sont deux nombres complexes, a # 0.

Pour |b| < 1, la suite (b"), qui est bornée, est négligeable devant 2V™. Par conséquent, (2V7™ +
b™) ~yoo 2V, et u, ~ a™. On en déduit alors que, pour |a| > 1, le terme général u,, ne tend
pas vers 0 : la série ) wu, est donc divergente; Pour |a| < 1, la série > wu, est absolument
convergente car |u,| ~, |a”|, le terme de droite étant le terme général d’une série convergente. Si

maintenant |b| > 1, alors la suite (2V") est négligeable devant (b") (faire le quotient en passant

. . L. Vi on IV |
par la notation exponentielle). On en déduit que u, ~4 oo ZTL” Posons v, = |b‘|g l

, et étudions
la suite (v,) en appliquant le critére de d’Alembert. On a

Un+1 _ ol mgi-vm

Un ||

Puisque v/n+1 — y/n tend vers 0 (multiplier par la quantité conjuguée), on en déduit que

limy, oo 2t = %. Si |a|] < |b], alors la série ) v, converge, et la série ) u, est absolu-

ment convergente. Si |a| > |b|, alors (|uy|) tend vers +oco, et la série ) u, est divergente.

Exercice 23.

On considére deux suites complexes (u,) et (v,). On s’intéresse & la convergence de la série
>, UnUp. Pour n > 1, on note s,, = ZZZO e

1. Montrer que, pour tout (p,q) € N? tel que p < ¢, on a :

q q—1
E UpVk = SqUq — Sp—1Up + E Sk (Ve — Vg1)-
k=p k=p

2. Montrer que si la suite (s,,) est bornée, et si la suite (v,,) est & valeurs dans R™, décroissante
et de limite nulle, alors ) u,v, est convergente.

3. Montrer que la série ) -, Siri%e) converge pour tout € € R.
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1. On écrit successivement :

q
§ Uk Vk
k=p

Il
(]

Y

ol
|

»
i
—
-

S
Enl

q q
= E SkVk — E Sk—1Vk
k=p k=p
q

q—1
= E SkVk — E SkVk+1
k

k=p =p—1
q—1

= E Sk(Vk — Uk41) + SqUq — Sp—1Up—1.
k=p

2. On va appliquer le critéere de Cauchy pour démontrer la convergence de la série. Pour cela,
fixons € > 0 et soit N un entier tel que, pour n > N, on a |v,| < e. Soient p,q > N. Fixons
aussi M > 0 tel que |s,| < M pour tout n € N. D’apres ’écriture que nous avons obtenue
a la premiere question et I’inégalité triangulaire, on a

q q—1
Zukvk §M5+M5+Z‘Sk(vk_vk+l>|~
k=p k=p

Puisque |sg| < M et que vg — vg41 > 0, on trouve

q q—1
Zukvk < M€+M€+MZ(U;€7U]€+1)
k=p k=p
< Me+ Me+ M(v, — vg)
< 3Mse.

D’apres le critere de Cauchy, la série est convergente.

3. En utilisant la question précédente, il suffit de prouver que la suite (S,,) définie par

Sp = Z sin(kd)
k=0

est bornée. Pour cela, on écrit sin(kf) = Im(e’*?) et on utilise la somme d’une série
trigonométrique :

n n

Zsin(k&) =9Qm (Z ei"“)) .

k=0 k=0

Mais on a, pour 0 ¢ 27Z,

n i(n+1)0
Zeikﬂ _ 1 — ilvtl)
- 1— et
k=0

e —i(nt+1)0/2 _ o+i(n+1)0/2

€
= oz~ o—i0/2 _ ¢i0/2
sin (7("'21)9)
_ inb/2
= et
sin ()
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Revenant & S,,, on trouve, pour 0 ¢ 27Z,

sin ("—‘9) sin (("H)e)

2 2

sin (g)

ST

Ceci est bien bornée indépendamment de n par \siTIO/%I' Si 0 € 2nZ, alors bien stir S, = 0.

Exercice 24.

On souhaite étudier, suivant la valeur de a, 8 € R, la convergence de la série de terme général

1

tn = n(lnn)?’

1. Démontrer que la série converge si a > 1.

2. Traiter le cas a < 1.

3. On suppose que a = 1. On pose T}, = f; W

(a) Montrer si § <0, alors la série de terme général u,, est divergente.

(b) Montrer que si 8 > 1, alors la suite (T7,) est bornée, alors que si 8 < 1, la suite (7},)
tend vers +o0.

(¢) Conclure pour la série de terme général u,,, lorsque o = 1.

1. On fixe v un réel tel que 1 < v < . La comparaison du comportement du logarithme et
des polynoémes en 400 montre que :

1 lnn)—?
m Ly )
noo  p%(Inn)#  notoeo noTY

=0
et ceci quelque soit la valeur de . Autrement dit, u,, = o (n%) Par comparaison a une
série de Riemann, la série est convergente.

2. On va comparer cette fois a la série de terme général % On a en effet

nl—a

AL ) e (mnyE O

Ainsi, pour n assez grand, on a

— < Up.
n

Par comparaison a une série de Riemann divergente, la série de terme général u,, diverge.
3. (a) Si <0, alorson a

— < up
n

et on conclut comme précédemment que la série est divergente.
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(b) SiB#1, o0na

/” de 1 ( 1 >
o x(nz)f  1-4\I’(n) wl2/)’

Si B> 1, ceci tend vers ﬁﬁ et on a méme que pour tout entier n, on a
1 1
T, < ——-"
" B—11f 12
Si 8 < 1, on remarque immédiatement que (7)) tend vers +oco. Enfin, si 8 = 1, on
sait que

/2” (dzﬁ =In(Inn) — In(In2)

z(Inz)
et ceci tend aussi vers +oo.

(c) 1l reste a traiter le cas 5 > 0. La fonction x m est décroissante sur [2,+o0].
On a alors pour k > 3 :

/’f“ da 1 /’f da
< < e
. r(lnz)f ~ k(lnk)? — J,_; z(Inz)?

On somme ces inégalités pour k allant de 3 a n :

n+1 n n dx
/3 lnx Z 1nk / z(lnx)f

k=3

On en conclut que, si 8 > 1, la suite des sommes partielles de la série est majorée (par
ﬁﬁ) et donc comme on a une série a termes positifs, la série est convergente. Si
B <1, en reprenant le méme raisonnement qu’a la question précédente, on trouve que
la suite des sommes partielles est minorée par une suite tendant vers +oo. Elle tend

donc elle-méme vers +o0o. La série est divergente.

Exercice 25.

—+oo
Déterminer lim -
a=rtoo F=n +a

a

Posons, pour a > 0, S(a) = :iol 74z Cette quantité est bien définie car on a affaire & une série

a terme positif dont le terme général est équivalent & 7. La fonction z — —7— + > est décroissante
sur [0, +oo[. On en déduit, par comparaison & une 1ntegrale que

N+1 N N
a a a
< < ———dx.
/1 a2+1:2n§:on2+a2/0 a? + 2?2
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On calcule ces intégrales et on trouve

N+1 1 N
arctan <+> — arctan (> < S(a) < arctan () .
a a a

On fait tendre N vers +oo et on trouve

1
g — arctan (a) < S(a) <

ST

Par le théoreme des gendarmes, on en déduit que

+oo
lim > o
1m —— = .
a—+o00 1 n? + a2 2
n

3

Exercice 26.

1. En utilisant l'inégalité de Taylor-Lagrange sur la fonction ¢ — In(1 + ¢), montrer que la

L. -1 n—1
série Y o, ( 7)1 est convergente et de somme In 2.

1 1
2. Sachant que — = / t*=1dt, retrouver d’une autre facon le résultat précédent.
0

1. Remarquons d’abord par récurrence sur n que la dérivée n-itme de f(t) = In(1 +¢t) est :

(—1)"Y(n — 1)!

M () =
A (D

On va appliquer I'inégalité de Taylor-Lagrange a cette fonction entre 0 et 1. Remarquons
quesit € [0,1],on a:

@) < (n -1y

On a donc :
RSP0

<
n! -

1
n7

‘f(l) - f(0)

k=1

ce qui en remplacant les dérivées successives en zéro donne :

n—1 (—1)k-1

In(2) — B <

S|

£
Il
—

Faire tendre n vers +o0o donne le résultat.

2. Avec l'indication, il vient :

UL (1R RS o Pl (—t)m
U":z_:(li:/o (Z(—t)’c )dt:/o %dt.

k=1 k=1
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Lodt _
OI'7 0 m—ln2, et

1. n\n 1
/ " g g/ =
0 1+t 0 n-‘rl

1
1 ce qui redonne bien le résultat de la premiere question.

Il vient |U, —1In2| <

n

Exercice 27.
Le but de I'exercice est de calculer >, -, 5.

1. Soit f une fonction de classe C! sur [0, 7]. Démontrer que

/Tr f(t)sin (W) dt —p— 100 0.
0

2. On pose A, (t) = 2 + >}, cos(kt). Vérifier que, pour ¢ €]0, 7], on a

_sin((2n +1)t/2)
An(t) = 2sin(t/2)

3. Déterminer deux réels a et b tels que, pour tout n > 1,
B 1
t2 + bt) cos(nt)dt = —;.
/0 (a ) cos(nt) 3

Vérifier alors que

7T2

/ (at? + bt An(t) = Sp — ™.
0 6

4. Déduire des questions précédentes que S,, — %2.

1. Une intégration par parties donne

2+1/0 f(t) cos ((2n + 1)t/2)dt.

/OW f(t)sin ((2n + 1)t/2)dt = (—1)"* f(m) +

2n +1 2n
Or,

/W f!(t) cos ((2n + 1)t/2)dt‘ < /7T |f(t)|dt,
0 0

et donc on a

/W f()sin ((2n + 1)t/2)dt — 0.
0

2. C’est un calcul classique. On éerit cos(kt) = Re(e!) et on utilise la somme d’une série
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géométrique de raison différente de 1 (puisque ¢t €]0,7]). On obtient

1 eit _ gi(nt1)t 1 . sin(nt/2)
_ 1 gr=emmT YN i(n+1)t/2°-\"""/ <)
An(t) 5 + Re ( 1= et > 2 + 2Re (e sin(t/2) )
1 N sin(nt/2) cos((n + 1)t/2)
9 sin(t/2) '

Une petite formule de trigo donne

A(t) =14+ 1

T e/ (sin((2n + 1)t/2) + sin(—t/2))

ce qui finalement donne le résultat.

. On calcule I'intégrale en faisant deux intégrations par parties :

/oﬂ(atz + bt) cos(nt)dt = {(at2 + bt)smgw)}: - /0 ﬂ(2at +b) Sm;m) dt
= 0- [(Qat + b)—C(?);(nt)]” - /ﬂ QaCOjl(ft) dt
0 0

(207 +B)(=1)" b,

n2

Ceci vaudra 1/n? pour b = —1 et a = 1/27. On déduit alors

/ﬂ( £2 4 bt)A (t)dzt—l/Tr L at+s, =5, -
) nE=35 ) \on A

. On a donc prouvé que

2 T
5.~ = | 1040

avec f(t) = ﬁf:l(t%) Pour conclure, il s’agit de prouver que f est de classe C! en 0.

Clairement, f est de classe C! sur ]0, w]. Pour prouver que f est dérivable en 0 et que sa
dérivée y est continue, on peut appliquer le théoréme de prolongement d’une dérivée. On

remarque ainsi que, pour ¢ €]0, 7],
, _ 2(2at + b)sin(t/2) — (at® 4 bt) cos(t/2)
F = 4sin?(t/2)
2(2at + b)(t/2 + o(t?)) — (at? + bt)(1 — t2/2 + o(t?))
t2 + o(t2)

at® + o(t?)
= ———= —a.
2 + o(t2)

Par le théoréme de prolongement d'une dérivée, f est de classe C! en 0. On peut alors
appliquer le résultat des questions précédentes.
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Exercice 28.

Soit pour n > 1, u,, = W

1. Montrer que la série de terme général u,, converge.
2. On note R,, = Z;ﬁiH uy. Montrer que R, < 22u,, ;.

3. En déduire la valeur de ZIE up, a 0,001 pres.

1. II suffit de remarquer que pour tout n > 2, on a
1

et que le membre a droite de cette inégalité et le terme général d’une série convergente. On
peut aussi appliquer la régle de d’Alembert (ce qui est légitime puisqu’on a affaire a une
série & termes positifs). Observant que

w1 2%k—1 1

we 25 2%+l 25

on en déduit que la série de terme général u,, est convergente.

2. L’équation précédente montre qu’en réalité

Uk+1 < 1

uE 25°

Par récurrence, on obtient que
k
Untk+1 < 25" Upt1-

Ainsi,
= 25
R'n, S Up+1 X ;025_k = ﬂu,,—ki,l.

3. Désn = 2, on a R, < 0,001. Une valeur approchée & 10~3 pres est donc donnée par
U + ug =~ 0,202.

Exercice 29.

OnposeHn:1+%+...+%.
1. Prouver que H,, ~;o Inn.

2. On pose u, = H, —Inn, et v, = Upp1 — Up. Etudier la nature de la série Zn vUn. En
déduire que la suite (u,) est convergente. On notera «y sa limite.

3. Soit R,, = Ziz 11 k—lz Donner un équivalent de R,,.

4. Soit w, tel que H,, = Inn+ v+ w,, et soit t,, = w,4+1 —w,. Donner un équivalent du reste
> k> te En déduire que Hy, = Inn + v + = +o(1).
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1. Puisque la fonction ¢ — % est décroissante, on a, pour tout k > 2,

/k+1 dt 1 /k dt
T << =, (1
koot T kT St

Sommant cette relation pour k allant de 2 a n, puis ajoutant 1, on obtient :

g ™ dt
1+/ —an§1+/ d
2 t 1t

Calculant 'intégrale, on trouve :

~—

1+In(n+1)—In(2) < H, <In(n)+ 1.

On en déduit que H,/Inn — 1, et donc H,, ~ Inn.
2. Nous avons

vy, = Hpy1—In(n+1)— H, +In(n)

1
= 1 —In(n+1) +In(n)

L +In(1 1
=S — n — —
n+1 n+1

1 1 L 1
T n+1l n+l 2m+1)?  ’\m+12

ce qui démontre que v, ~ 4o —W. On en déduit que la série ) v, est convergente.
De plus, revenant a la définition v, = u,41 — un, on voit que les sommes partielles se

télescopent et que
n
Z Ve = Up — U7
k=1

3. On reprend la méme méthode que pour prouver la divergence de la série harmonique, a
savoir que l'on compare a une intégrale. En effet, pour tout &, on a :

/k+1 dt _ 1 </’f dt
koo 12T R T Jp 2

Sommant cette inégalité pour k allant de n a +o00, on trouve

1_/+°°dt<R </+°° t 1
n f, -""=J._122 (n-1)2

On trouve finalement R, ~ o %

4. Soit donc wy,, tel que H,, = Inn + v+ w,. On sait que (w,) — 0. D’autre part, on a :
; 1 N 1
= w —-—w, = —— ol —
" et " 2(n+1)2 n?
d’apres la question 2., soit t,, ~ % On applique le critere de comparaison des séries a
termes positifs : la série de terme général t,, est convergente, et on a

“+o0 —+o0

Z (’wk+1 - wk) ~too Z %

k=n k=n
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Or, puisque (wy,) tend vers 0, on a

N
E (wk“ = wk) = WN41 — Wy, — —Wy, pour N — 4o00.
k=n

Ainsi, utilisant le résultat de la question précédente, on trouve

1 1 1
—Wn ~4oo 5 ce qui s’écrit aussi w, = o +o0 (n) .

Ceci est bien le résultat demandé.

Exercice 30.

Soit P, = HZ:Q (1 + %) Démontrer qu’il existe A € R tel que P, ~4 *

e
i)

On a

In(P,) = éln (1 + (?/%)k) .

1n<1+<7£k):<7£k—;€+o(k§m).

On somme ceci pour k allant de 1 jusque n. Utilisant la convergence des séries de droite (par le
critére des séries alternées) et de gauche (par convergence absolue), et I'estimation classique des
sommes partielles de la série harmonique, on en déduit qu’il existe C' € R de sorte que

Or,

1
In(P,) = =5 Inn+ C + o(1).

Prenant ’exponentielle, il vient

2, = A exp (o(1))

N

ce qui prouve le résultat.
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