Mathématiques spéciales

Corrigé de la feuille d’exercices n°18

1. Espaces préhilbertiens

Exercice 1.

Pour A, B € M, (R), on définit
(A, B) = tr(AT B).

1. Démontrer que cette formule définit un produit scalaire sur M, (R).

2. En déduire que, pour tous A, B € §,(R), on a

(tr(AB))? < tr(A%)tr(B?).

1. Tl est tres facile de vérifie que (., .) définit une forme bilinéaire symétrique. Reste & démontrer
qu’elle est définie positive. Soit A € M,,(R) et notons (b; ;) = AT A. Alors

n
2 : 2
bi,i = a,m- Z 0.
k=1

Ainsi,
n n
tr(ATA) = Z Z ai’i > 0.
i=1 k=1
On a bien affaire & une forme positive. De plus, si (4, A) = 0, alors pour tout : = 1,...,n
et tout k=1,...,n,onaa;; =0, et donc A =0 : la forme est définie.

2. On va appliquer I'inégalité de Cauchy-Schwarz. Pour A, B symétriques, on a en effet
(A, B) = tr(AB)

et donc
(tr(AB))® < tr(A%)tx(B).

Exercice 2.

Soit E un espace vectoriel euclidien et z,y deux éléments de E. Montrer que = et y sont ortho-
gonaux si et seulement si ||x + Ay|| > ||«|| pour tout A € R.

Remarquons que, puisque tout est positif, I'inégalité est équivalente a ||z + Ay|* > [|z||?. Or,

Iz + Ayll® = llll® + 2X(z, y) + X[ly|?



et donc l'inégalité est équivalente a
2), 112
2XMz,y) + A lyl” = 0.

Supposons d’abord que z est orthogonal a y, et donc que (z,y) = 0. Alors I'inégalité précédente
est bien vérifiée pour tout A € R. Réciproquement, supposons que, pour tout A € R,

22z, y) + A2|[yl2 > 0 <= A2(z,y) + Ally]) > 0.

Dressant le tableau de signes de ce produit, il ne peut étre toujours positif que si 2(z,y) + A||y||
est toujours nul, c’est-a-dire si y = 0, ou si 2(z,y) + A|ly|| ne s’annule qu’en 0, c’est-a-dire si
(z,y) = 0. Dans les deux cas, on trouve bien que z et y sont orthogonaux.

Exercice 3.

Soient z1,...,x, € R™.

1. Démontrer que
n 2 n
(o) <n3at
k=1 k=1

et étudier les cas d’égalité.

2. On suppose en outre que z; > 0 pour chaque k € {1,...,n} et que 1 + -+, = 1.

Démontrer que
1
E — >n?
T

k=1

et étudier les cas d’égalité.

1. On va appliquer I'inégalité de Cauchy-Schwarz au produit scalaire canonique de R™ avec
les vecteurs = (z1,...,2,) et y = (1,...,1). On trouve

n " n /2 / n 1/2
Z TeYk = Z T < <Z wi) (Z 12> .
k=1 k=1 k=1 k=1

Prenant le carré de cette inégalité, on obtient I'inégalité désirée. De plus, il y a égalité si et
seulement s’il y a égalité dans 'application de 'inégalité de Cauchy-Schwarz, c’est-a-dire si
et seulement si les vecteurs (z1,...,x,) et (1,...,1) sont liés; autrement dit, si et seulement
si tous les z; sont égaux.

2. Appliquons l'inégalité de Cauchy-Schwarz aux vecteurs y = (\/Z1,...,1/Tn) €t z =

1

(\/%, cee \/T) Alors on trouve

- - 1/2 - 1 1/2
n=Sowas (Son) ()
k=1 k=1 o1 Tk

ce qui, mis au carré, donne l'inégalité demandé. Comme précédemment, on a égalité si
et seulement si les vecteurs y et z sont liés. Puisqu’ils sont tous les deux a coordonnées



strictement positives, c’est équivalent a dire qu’il existe A > 0 tel que =, = ﬁ pour tout

k=1,...,n. Ainsi, tous les z; sont égaux et de la relation 1 +---+x, = 1, on tire x; = 4

=
Ainsi, il y a égalité si et seulement si z = % pour tout k=1,...,n.

Exercice 4.

Soit F un espace préhilbertien, et A et B deux parties de E. Démontrer les relations suivantes :

1.
2. (AUB)t =A+tnBL

3. At = vect(A)*;

4.

5. On suppose de plus que E est de dimension finie. Démontrer que vect(A) = A++.

ACB = Bt c AL,

vect(4) C A+,

Soit y € B*. Alors, pour tout € A, on a x € B et donc (x,5) = 0, ce qui prouve que
y € AL

On commence par prendre x € (AU B)*, et prouvons que # € A+. En effet, si y € A4, on
ay € AU B, et donc (x,y) = 0. Ceci montre la premiére inclusion. Réciproquement, si
x € AL N Bt prenons y € (AU B). Alors si y € A, on a bien (z,y) = 0 puisque x € AL,
et le cas ou y € B se résout de la méme facon.

. D’apres la premiére question, puisque A C vect(A), on a

vect(A)t c AL

Réciproquement, si y € AL, prenons x € vect(A). Alors on peut trouver des éléments
ai,-...,a, de A et des scalaires A\q,..., A, tels que

r=Mai+ -+ Mpan.

On a alors
<y7 LL'> = <y7 )\1(11 TFoo0TF )\nan>
- )\1<y,a1>+"'+)\n<yaan>
= MO+---4+X,0
0,

et donc y € vect(A)*.

. On va commencer par prouver que A C (A+)+. Mais, soit 2 € A. Choisissons y € A+. On

a alors (z,y) = 0, ce qui prouve que z € AL, D’autre part, (A+)* est un sous-espace
vectoriel de E qui contient A. Il contient donc le sous-espace vectoriel engendré par A et
on a bien l'inclusion demandée.

. Notons B = vect(A) et n = dim(F). Alors d’apres la question précédente,

(AJ_)J_ — (BJ')J'.



D’autre part,
dim(B*) =n —dim B = dim((B*)*) = n — dim(B*) = dim(B).

Ainsi, d’aprés la question précédente, on a B C (B*)* et ces deux sous-espaces ont la
méme dimension. Ils sont donc égaux!

Exercice 5.

Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels d’un espace préhilbertien E. Montrer que :
(F+G)* =FtnGt.
Ft+Gtc(FnG)*

Que se passe-t-il en dimension finie ?

On remarque d’abord que si A C B, alors on a B+ C AL, ce qui est immédiat en appliquant la
définition. Ainsi, puisque F C F + G et G C F + G, on obtient (F + G)* C F+ N G*. Prenons
maintenant © € F- NG+. Tout 2z € F + G sécrit z = f+ g, avec f € F et g € G. Alors :

(xvz) = (x,f)+(x,g) =0,

ce qui prouve que F+ NG+ C (F + G)*. D’autre part,ona FNG C Fet FNG C G, ce qui
donne respectivement - C (FNG)* et GE C (FNG)*. Puisque (F N G)L est un sous-espace
vectoriel, il est stable par addition, et donc on a F+ + G+ C (F N G)*t. Dans le cas ou E est
un espace de dimension finie, on peut obtenir I'autre inclusion en comparant les dimensions des
sous-espaces :

dim(F+ +G+) = dimF* +dimG* — dim(F+ nGY)
= dim(F*) + dim(Gt) — dim(F + G)*
= dim(E) — dim(F) — dim(G) + dim(F + G)
= dim(F) — dim(F N G)
= dim((FNG)%).

Exercice 6.

Soit E un espace euclidien de dimension n. On rappelle qu'un hyperplan de E est un sous-espace
vectoriel de dimension n — 1. On note G ’espace vectoriel des applications linéaires de £ dans
R (c’est-a-dire des formes linéaires).

1. Soit a # 0. Démontrer que H, = {x € E; (a,x) = 0} est un hyperplan de E.

N

Soit H un hyperplan de E. Démontrer qu’il existe a € F, a # 0, tel que H = H,.

w

Donner une condition nécessaire et suffisante sur a,b # Og pour que H, = H,.

=~

Pour a € E, on note ¢4 (z) = (a,x), de sorte que ¢, € G. Donner une condition nécessaire
et suffisante pour que ¢, = @p.



5. En déduire que I'application de F dans G définie par a — ¢, est un isomorphisme d’espaces
vectoriels.

6. Application : démontrer qu’il existe un unique polynéme H, € R, [X] tel que, pour tout
P eR,[X], on a fol H,(t)P(t)dt = 5P"(7) — 3P'(2) + 2P(n).

1. On vérifie aisément que H, est un sous-espace vectoriel, et plus précisément que H, =
(vect(a))t. On a donc bien dim(H,) = n — dim(vect(a)) = n — 1.

2. Le sous-espace vectoriel H' de E est de dimension 1. Il est donc engendré par un vecteur
a # 0. On a alors :

r€ H, < (a,2) =0 < z € (vect(a))* <= zc (H )" < zcH
3. On a observé que (H,)* = vect(a). On a donc
H,=H, < (H,)' = (Hy)* < vect(a) = vect (D).

Ceci est équivalent a dire que la famille (a, b) est liée.

4. Si g = pp, alors ces deux applications linéaires ont le méme noyau et donc H, = Hy,. Ceci
entraine que (a, b) est lié. Supposons par exemple a # 0 (si les deux sont nuls, ¢, = ¢3) et
écrivons b = Aa. Alors

lal* = pa(a) = pp(a) = Ma]|?
et donc A = 1. Donc ¢, = ¢y si et seulement si a = b.

5. I faut d’abord vérifier que c’est un morphisme d’espace vectoriels (facile). La question
précédente nous dit que c’est un isomorphisme. Puisque dim(G) = dim(E) = n, on a bien
affaire & un isomorphisme d’espaces vectoriels.

6. On définit un produit scalaire sur £ = R, [X] par (P,Q) = fol P(t)Q(t)dt. De plus, P —
5P"(7) —3P'(2) 4+ 2P(w) est une forme linéaire sur E. La question précédente nous donne
immédiatement 'existence de H,,.

Exercice 7.
Dans R3 muni du produit scalaire canonique, orthonormaliser en suivant le procédé de Schmidt

la base suivante :
uw=(1,0,1), v=(1,1,1), w=(-1,-1,0).

Le premier vecteur est simplement HuTH Puisque |lu|| = v/2, on a

(o)



Cherchons ensuite e} sous la forme e}, = v 4+ Ae; de sorte que (e5,e;) = 0. On a

(eg,e1) = (v,e1) + Mey,en)
2

= ﬁ + A
= V24
On doit donc avoir A = —/2 ce qui donne
eh = (0,1,0).
Il est déja normalisé et donc on pose es = (0, 1,0). Cherchons ensuite e5 sous la forme

es = w+ Aej + pes

de sorte que (e5,e1) =0 et (e}, ex) = 0. Il vient :

(eh,e1) = (w,e1) + Aei,er)
- —% +
d’ou il vient A = % Ensuite, on a
(e3,e2) = (w,e2) + pfez, e2)
= —14u

d’ou = 1. On en déduit que

1 1
/7 JR— —
€= ( 2’0’2)'

On normalise ce vecteur, et on trouve

Exercice 8.

Déterminer une base orthonormale de Ro[X] muni du produit scalaire

(P,Q) = /_ 1 P(H)Q(t)dt.

On va orthonormaliser la base canonique (1, X, X?). Commencons par normaliser 1. Sa norme
est v/2. On pose donc



Considérons ensuite

Qi1(X) =X+ AP
ol \ est choisi de sorte que (@1, P) = 0. Mais,

1
(@1, P) = L %dt L AMP,P) = A,

On doit donc avoir A = 0 (en réalité, les deux vecteurs 1 et X sont déja orthogonaux!), et donc

@1 = X. On normalise ce vecteur en
3
a0 - fEx

Ry = X?+ AP+ uQ

de sorte que (R, P) = 0 et (R1,Q) = 0. Mais, X? est déja orthogonal & X, et donc par un calcul
similaire au précédent, on va trouver que p = 0. D’autre part,

1 [t V2
R, P)= — 2dt+ N = 2= + 0\
B, Py ﬁ/_l 3

On pose enfin

On trouve \ = —g et donc

1
Ri(X)=X?— 3

R(X) = \/§(3X2 —1).

Ainsi, (%7 \/gX, \/§(3X2 = 1)) est une base orthonormale de Ry[X].

Reste a normaliser ce vecteur en

Exercice 9.

Soit £ = R* muni de son produit scalaire canonique et de la base canonique B = (ey, 2, €3, €4).
On considere G le sous-espace vectoriel défini par les équations

r1+xTo = 0
T3+ T4 0.

1. Déterminer une base orthonormale de G.
2. Déterminer la matrice dans B de la projection orthogonale pg sur G.

3. Soit x = (w1, z2,x3,x4) un élément de F. Déterminer la distance de = & G.



1. On commence par trouver une base de G. Mais on a

X1 = X1
T, + T2 0 To = —x1
<~
rz3+x4 = 0 T3 = I3
Xy = —X3.

On en déduit que (e; — ea,e3 — e4) est une base de G. Ces deux vecteurs sont déja ortho-

gonaux, il suffit de les normaliser. Si on pose u; = %(61 —e3), Uy = %(63 — ey4), alors

(u1,u2) est une base orthonormale de G.

2. On va calculer pg(e;) par la formule

pales) = (e, ur)ur + (e, u2)us.

On en déduit que la matrice de pe dans la base canonique est

1 -1 0 0
1l =1 1 0 0
21 0 0o 1 -1

0 0 -1 1

3. On sait que d(z,G) = ||z — pa(z)|. Ecrivons z = (1, 22, 3, x4). Alors

1
pa(r) = §($1 — Xp, —T1 + T2, T3 — T4, —T3 + T4)

et donc 1
r—pa(z) = 5(331 + 22,21 + T2, X3 + X4, T3 + 24).
I1 vient

d(z,G)? = = ((x1 + 22)* + (23 + 24)) .

N =

Exercice 10.

Soit E = R? muni de sa structure euclidienne canonique. Soit p € £(E) dont la matrice dans la
base canonique est

5 =2
-2

1
- 2
1 2

1
A:6 2
)

Démontrer que p est une projection orthogonale sur un plan dont on précisera I’équation. Dé-
terminer la distance de (1,1,1) & ce plan.

On commence par remarquer que A2 = A. Ainsi, p est bien une projection. On va calculer ker(p)
et Im(p). I suffira ensuite de démontrer que ces deux sous-espaces sont orthogonaux pour pouvoir



conclure. On remarque d’abord que (z,y, z) € ker(p) si et seulement si

Sv —2y+z = 0 r+2y+5z = 0
—2z+2y+2z = 0 — 6y +12z = 0
z+2y+952 = 0 —12y—-242 = 0
xr = -z
<= y = —2z
z = z

Ainsi, ker(p) = vect(u), ot u = (—1,—2,1). On en déduit (on sait déja que p est une projection)
que Im(p) est de dimension 2. Puisque p(e1) et p(e2) sont indépendants, en posant v = (5, —2, 1)
et w=(—2,2,2), on en déduit que Im(p) = vect(v, w). Pour démontrer que p est une projection
orthogonale, il reste & prouver que ker(p) L Im(p). Mais v L v et v L w, donc on a bien
vect(u) L vect(v,w). Puisque u est un vecteur normal au plan Im(p), une équation de ce plan est

—z—2y+2=0.
Enfin, on calcule la distance de (1,1,1) au plan Im(p) par la formule du cours :

Sl @ |—1-241 2
[l V6 V6

Exercice 11.

On pose, pour tout entier naturel n et pour tout réel x,

hp(z) =z"e % et L, (x) = e—'h,&") ().
n!

—_

. Calculer explicitement Lg, L1, Ls.

2. Montrer que, pour tout entier n, L, est une fonction polynémiale. Préciser son degré et
son coefficient dominant.

3. Pour tous P, Q € R[X], on pose

o0
@(P,Q):/O P(z)Q(x)e “dz.

Démontrer que ¢ est bien définie.

S

. Démontrer que ¢ est un produit scalaire sur R[X].

ot

. Calculer, pour tout n € N, o(Lg, X™).

o

(a) Montrer que, pour tout k € {0,...,n}, il existe Q € R[X] tel que, pour tout = € R,
on a
AR (2) = 2" Fe T Qp ().

n

(b) Etablir que :

—1)p [T
vn eN, VP e R[X], Vp e {0,...,n}, o(L,,P)= %/ R P) () PP (2)dex.
YoJo

7. En déduire que (L, )nen est une famille orthonormée de (R[X], ¢).



6.

. Clest du calcul! Lo(z) =1, Li(x) =1 -z, La(z) = 5”2—2 —z+1.

. La clé est d’appliquer la formule de Leibniz (mais qu’est-ce que c’est que cela???) pour

calculer la dérivée n-ieme du produit ze~*. On en déduit que h%n)(m) s’écrit sous la forme

P(x)e™® ou P est un polynéme de degré n, de coefficient dominant (—1)™, et on a presque
gagné...

Pour prouver que ¢ est bien définie, on commence par remarquer que la fonction x —
P(x)Q(x)e™* est continue sur |0, +oo[. D’autre part, par comparaison des fonctions expo-
nentielle et polynémes, on sait que lim, . 22P(2)Q(x)e~* = 0. Or, la fonction z + m%
est intégrable au voisinage de +oo. Par comparaison, x — P(x)Q(x)e™ est intégrable sur
10, +00[ et done ¢(P, Q) est bien défini, pour tout couple de polyndmes P, Q.

Démontrer que ¢ est une forme bilinéaire symétrique ne pose aucun probléme. La vraie
difficulté de cette question est de démontrer que si (P, P) = 0, alors P = 0. On va pour
cela utiliser le théoréme suivant : soit f une fonction continue sur [0, +oo[, intégrable et
positive. On suppose que f0+°° f(t)dt = 0. Alors f est identiquement nulle sur [0, +o00[. Dans
notre contexte, soit P € R[X] tel que (P, P) = 0. On applique le théoréme précédent &
f(t) = P%(t)e~t. Puisque la fonction exponentielle ne s’annule jamais, on en déduit que
P(t) = 0 pour tout t € [0, +00[. Un polyndme ayant une infinité de racines est le polynéme
nul...

. On a vu que Ly = 1. Il s’agit de prouver par récurrence sur n € N que ¢(Lg, X™) = nl.

C’est vrai si n = 0. Si la propriété est vraie au rang n € N, alors

+oo
(Lo, X" ™) = /0 " le % dy = [—x""‘le_“'];roo + (n+ 1D)e(Lo, X™),

Iintégration par parties étant justifiée par la convergence des deux intégrales, et par 1’exis-
tence de la limite en +oo de 2" e~ (c’est zéro). De

—g1t+o0
n+1€ :v] — O,

[~ 0

on tire
@(Lo, X"™) = (n + 1)¢(Lo, X™) = (n+ 1)!

La propriété est vraie au rang n + 1. Par application de ’axiome de récurrence, elle est
vraie pour tout entier n € N.

(a) 11 s’agit (encore une fois!) de la formule de Leibniz & appliquer correctement ! En effet,
pour tout z € R,

k
® () = S (7 (o= @) (gn) (=3
WO (@) Z(J)( 9 (a)

Or,
et 4 _
@) =nn —1)...(n—k+j +1)a"* = 2" F R, ; 1(a)

ol R, j , est un polyndme (et méme un monéme...). En sommant tout cela, on trouve

k
WO (@) = ety (’j) (“1) Ry j4(2)
=0

10



ce qui est le résultat voulu en posant

Q) =3 (5) 7R,

=0

(b) On fixe un polynéme P € R[X], on fixe un entier n € N, et on prouve par récurrence
finie sur p € {0,...,n} la propriété suivante :

H L2 7 L nmp) () p®)
p oLy, P) = o /0 hy 7P (z) PP (x)de.
Hj est vraie : il suffit de remplacer L,, par sa définition. Soit p < n —1 tel que H), est
vraie, et prouvons Hp ;. Il s’agit juste de faire une intégration par parties; le fait que
tout se passe bien avec la borne +o0o est une conséquence du résultat de la question
précédente. Précisément, soit a > 0. Alors, par intégration par parties :

/a h;”*p) (x)P(”) (z)dx = P(P)(a)h(n*(PJrl))(a)fp(P) (O)h(nf(zﬂrl))(o),/a h%nf(zﬂrl))(x)p(erl)(x)dI_
0 0

Or, d’aprés le résultat de la question précédente, puisque n—(p+1) < n, h(»~ P+ (0) =
0. D’autre part, toujours d’apres la question précédente,

p®) (x)h(n—(pﬂ))(m) = e "R(z),
ou R est un polynoéme. Ainsi,

lim P® (a)h= D) (q) = 0.

a—+oo

Le méme argument démontre que la fonction x +— Rr=p H))(x)P(p"’l)(x) est inté-
grable sur [0, +0c]. On peut donc faire tendre a vers +o0o, et on trouve que

+oo +oo
/ h%n—?)(x)P(P) (z)dx = _/ hgln—(pﬂ))(x)p(pﬂ)(x)dx,
0 0

ce qui, a son tour, entraine que H,,; est vraie.

7. On va d’abord prouver que c’est une famille orthogonale. Le résultat de la question pré-
cédente, appliqué avec p = n, prouve que L, est orthogonal & tout polyndéme de degré
inférieur strict a n. En particulier, puisque L,, est de degré m, L, L L,, si m < n. On a
bien une famille orthogonale. De plus, on a, toujours d’apres la méme formule,

_1\n +oo
o L) = S [ ha@) L @)

On a déja vu que L, est de degré n et de coefficient dominant (—1)"/n!. Il vient L;")(:p) =
(—1)", et donc
1 [t 1
0 !

n!

La famille (L,,) est bien une famille orthonormée.

11



Exercice 12.

Soit E = C([a, b], R*). Déterminer infscp ( f; x/ b %) Cette borne inférieure est-elle atteinte ?

a

Utilisons le produit scalaire canonique sur F' = C([a, b], R) défini par

r9) —/abfg.

D’aprés l'inégalité de Cauchy-Schwarz pour ce produit scalaire avec le produit /f x % On

obtient ¥ ¥
b 1 b bq
b‘“—/afxﬁ<</af> X(b) '

Prenant le carré, on trouve que, pour tout f € E,

(b—a)2</abf></ab}.

De plus, pour f = 1, qui est élément de E, on a clairement égalité. Ainsi, la borne inférieure
recherchée vaut (b—a)? et est atteinte par la fonction identiquement égale & 1 (plus généralement,
par les fonctions constantes).

Exercice 13.

Tl est bien connu que si E est un espace préhilbertien muni de la norme ||.||, alors I'identité de
la médiane (ou du parallélogramme) est vérifiée, & savoir : pour tous x,y de E, on a :

lz + )1 + e = yl* = 2]z + 2l|y]1*.

L’objectif de cet exercice est de montrer une sorte de réciproque a cette propriété, a savoir le
résultat suivant : si E est un espace vectoriel normé réel dont la norme vérifie I'identité de la
médiane, alors F est nécessairement un espace préhilbertien, c¢’est-a-dire qu’il existe un produit
scalaire (.,.) sur E tel que pour tout = de E, on a (z,z) = ||x||?. Il s’agit donc de construire un
produit scalaire, et compte tenu des formules de polarisation, on pose :

1
(@y) =7 (le+yl” = lle—y[*).

Il reste a vérifier que I'on a bien défini ainsi un produit scalaire.
1. Montrer que pour tout x,y de E, on a (z,y) = (y,z) et (z,z) = ||z||*.

2. Montrer que pour x1, x2, y € E, on a (x1 + x2,y) — (z1,y) — (x2,y) = 0 (on utilisera
lidentité de la médiane avec les paires (x1 + y, z2 + y) et (x1 — y,z2 — y)).

3. Montrer, en utilisant la question précédente,que six,y € Eetr € Q,on a (rz,y) = r(x,y).
En utilisant un argument de continuité, montrer que c¢’est encore vrai pour r € R.

4. Conclure!
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1. C’est une vérification immédiate!

2. On utilise I'identité de la médiane comme elle est indiquée :
lz1 + @2 + 2412 + |lz1 — z2||® = 2l|z1 +yl|* + 2[|z2 + y]1?,
21 + 22 = 2y|1* + |21 — 22)|* = 2[|z1 — yl|* + 2[|z2 — y]1*.

D’autre part, par définition du produit scalaire

(21 +22,9) = 7 (ller + 22 +yl* = llos + 22 — %),

A~

et
1
(@1,9) + (22,9) = § (s +oll® + llze +yll* =z — yll* = lz2 — yl?)

ce qui donne en utilisant I'identité de la médiane :
1 2 2
(@1,9) + (22,9) = ¢ (lz1 + 2 + 2y|1* — [l + 22 — 2y]°) -

Pour remonter & (x1 + x2,¥), il faut encore transformer ||x; + z2 + 2y||? et on utilise pour
cela encore une fois l'identité de la médiane, en écrivant (z1 + x2+2y) = (x1 +z2 +y) + y.
11 vient :

lz1 + 22 + 2y[|* = 2]le1 + 22 + yl* + 2[yll* — llz1 + 22|,

@1 + 22 — 2y|1* = 2[|z1 + 32 — ylI® + 2/lyl1> — [lz1 + 22|
On obtient bien le résultat!

3. D’abord, par une récurrence immédiate, le résultat est vrai si r € N. Prouvons maintenant
que (—z,y) = —(z,y). On a en effet (z — z,y) = (x,y) + (—z,y) = 0, ce qui prouve le
x

résultat ! Ceci donne le résultat pour » € Z. Enfin, si r = p/q, on pose 1 = 7 On obtient
(Bx,y) =p (%xy) D’autre part, en posant 1 = c, on a q(z1,y) = (¢21,y) = (2,y).
Ceci donne . .
—z,y) = =(z,y).
(q ) q( )

Le résultat est donc vrai si r € Q. Enfin, par composée d’applications continues, pour z et
y fixés, les applications A — (Ax,y) et A — A(z,y) sont continues, et sont égales sur une
partie dense de R. Elles sont donc partout égales.

4. D’apres les questions précédentes, (.,.) est un produit scalaire sur E, et on a bien |z|? =
(z,x).

Exercice 14.

Soit E un espace euclidien, f € L(F) et A > 0. On dit que f est une similitude de rapport \ si
pour tout « € E, ||f(x)| = Al|z]|.

1. Question préliminaire : soient u,v € E tels que u + v L u — v. Démontrer que |lul| = ||v]|.

2. Démontrer que f est une similitude de rapport A si et seulement si, pour tous z,y € F,
(f(@), [(y)) = N(z,y).

3. On souhaite prouver que f est une similitude si et seulement f est non-nulle et conserve
lorthogonalité : pour tout couple (z,y) € E, si x Ly, alors f(z) L f(y).
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(a) Prouver le sens direct.

(b) Soit (eq,...,e,) une base orthonormale de E. Démontrer que, pour tout couple (i, 5),
I1f(ea)ll = I1f (es)]l-

(c) Démontrer le sens réciproque.

1. On va utiliser la formule de polarisation

1
(@y) =7 (= +yI* = lle—yl*).
Si on applique cette formule & * = u+v et y = u— v, T et y sont orthogonaux et on trouve
[[ull = [lv]l.

2. Bien siir, le sens réciproque est trivial puisqu’il suffit de choisir x = y. Réciproquement,

supposons que pour tout z € F, on a || f(x)|| = Az. Alors, par la formule de polarisation
rappelée ci-dessus qu’on utilise deux fois :
1
(f@), f@) = 7 (f@+pl* = 1f@-vI?)
1
= 7 Wllz+yl* = Xllz - )
)\2
= T (le+yl* = lle=yl?)
= Xz,y).

3. (a) Clest trivial d’apres la question précédente.
(b) On sait que e; +e; L e; — e;. Puisque f préserve 'orthogonalité, f(e;) + f(e;) L
f(ei) — f(e;). Et d’apres la premiere question, ||f(e;)]| = || f(e;)]|-
(c) Soit A > 0tel que || f(e;)|| = Allei|| (A ne dépend pas de i d’apres la question précédente,
et est strictement positif sinon f serait nulle). On va démontrer que f est une similitude
de rapport A. Soit z € E qui s’écrit

Tr = szel
i=1
Alors .
fl@)=> zif(e:)
i=1

La famille (f(e;)) étant orthogonale, on a

If@)I* = Z|zi|2Hf(6i)H2

n

— )\22 ‘xi‘2
=1

= Xz

f est bien une similitude de rapport A.
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Exercice 15.

Calculer inf, per fol(a:2 —ax — b)?dz.

Posons E = C(]0,1]) muni du produit scalaire (f|g) = fol f(t)g(t)dt. On a fol |22 — ax — b|?dz =
|22 — (az + b)||%>. Quand (a,b) décrit R?, azx + b décrit F = vect(1,x) et donc

1
inf / |z — ax — b|?dz = inf ||z? — f|2.
(a,b)€R? Jg feF
Mais on sait que

inf ||z2 — f| = ||z — p(z?

Jnf [l = fll = =% = p(z7)]

ot p(x?) est la projection orthogonale de x? sur F. Il s’agit donc de calculer cette projection.
Ceci peut se faire de deux fagons. D’une part, on peut fabriquer une base orthonormale de F' par
le procédé de Gram-Schmidt a partir de 1,z et on sait que

p(a?) = (z|er)er + (2%[e2)es.

On peut aussi poser a priori p(z?) = ax + b et écrire que 2 — (axz +b) L 1, 2% — (az +b) L .
On obtient le systeme :
{ fol 22— (ax+b)dz = 0
fol 23 — (az? + br)dr = 0

qui permet de calculer a et b. Par I'une ou I'autre méthode, on trouve que p(x?) = z — 1/6 et

2 2\ — _1
donc que ||z® — p(z?)| = 5

Exercice 16.

Soit E un espace vectoriel euclidien, et p un projecteur de E. Montrer que p est un projecteur
orthogonal si et seulement si pour tout 2 de E, on a ||p(z)| < ||z

Supposons d’abord que p est un projecteur orthogonal. Pour tout « de F, x = p(x) + (z — p(z)),
ott p(x) L x — p(x). Le théoréme de Pythagore donne alors ||z||> = ||p(z)]|*> + ||z — p(2)||?, ce
qui entraine ||p(z)|| < ||z|| pour tout « de E. Réciproquement, supposons que pour tout = de F,
[lp(x)]| < ||z||, et supposons que p est le projecteur sur F' parallélement & G. Prenons z dans F,
et y dans G, et posons f(t) = ||z + ty||?. Le développement de la norme donne :

F&) = llzll* + 2t(z, y) + lly]1*.

[ est donc une fonction dérivable. En outre, p(z+ty) = z, et donc £(0) = ||z||* < [a+ty|* < f(¢).
f atteint donc son minimum en 0. On a donc f/(0) = 0, ce qui donne (x,y) =0 : F et G sont
orthogonaux, ce qui signifie que p est un projecteur orthogonal !
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Exercice 17.

Soit n et p deux entiers naturels avec p < n. On munit R™ du produit scalaire canonique et on
identifie R™ avec M,, 1(R). On considére une matrice A € M,, ,(R) de rang p et B € M,, 1(R).

1. Démontrer qu'il existe une unique matrice Xo de M, 1(R) telle que
|AXo — B|| = inf{||AX — B||; X € M,1(R)}.
2. Montrer que X est 'unique solution de
ATAX = A"B.
3. Application : déterminer

inf{(z +y— 1?4 (z —y)* + 2z +y +2)% (z,y) € R?}.

1. Puisque A est de rang p, Papplication X — AX qui va de M,, 1 (R) dans Im(A) est injective.
Or, inf{||AX — B||; X € M, 1(R)} est la distance de B & Im(A). Cette distance est atteinte
uniquement au projeté orthogonal sur Im(A) (qui est de dimension finie) de B. Ce projeté
orthogonal s’écrit de facon unique AXj.

2. On a

VZ € Im(A), AXg—B L Z
VX € M,1(R), AXg— B 1 AX

VX € M,1(R), (AX)T(AXo—B)=0
VX € M, 1(R), XT(ATAX, - ATB) =0
ATAX, = ATB.

AXo = prm(a)(B)

1reey

X, est donc bien I'unique solution de ATAX = AT B.

1 1 1
3. PosonsA=| 1 -1 |,B= 0 . On vérifie facilement que le rang de A est 2. La
2 1 =2

borne inférieure est donc atteinte en Xg = ( 20 ) solution de ATAX, = ATB.. Or
0

T (6 2 T [ —3
wraxg= (82 ), arp= ().

On vérifie que g = —1/2 et yp = 0, et donc I'inf recherché vaut 7/2.

Exercice 18.

Soit w : [a,b] — R une fonction continue strictement positive. Pour E = R[X], on pose

b
(P.Q) = / P(H)Q(t)w(t)dt

dont on admettra qu’il s’agit d’'un produit scalaire sur E.
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1. Démontrer qu’il existe une unique suite de polynémes (P,),>o formée de polyndmes deux
a deux orthogonaux avec chaque P, de degré n et de coefficient dominant 1.

2. Démontrer que, pour tout n > 1, P, 11 — X P, est orthogonal & R,,_o[X].

3. En déduire pour tout n > 1, 'existence de a,, et b, tels que

Pn+1 - (X + an)Pn + bnpn—l~

1. Pour démontrer cette propriété, on peut suivre (au moins) deux voies. La premiére consiste
a partir de 'orthonormalisation de Gram-Schmidt de la famille (X™) et de voir comment en
déduire la famille demandée. La seconde consiste a imiter le procédé de Gram-Schmidt pour
I’adapter & ces nouvelles contraintes. On va suivre cette deuxiéme méthode en démontrant
par récurrence sur n la propriété P(n) suivante : il existe une unique suite (Py)o<k<n de
polynoémes deux a deux orthogonaux tels que chaque Py est de degré k et est unitaire,
pour 0 < k < n. Pour n = 0, il est clair que le seul polynéme qui convient est Py = 1.
Supposons la propriété vraie au rang n et démontrons la au rang n + 1. Les polynoémes
Py, ..., P, ont déja été construits de facon unique. P, 1, s’il existe, ne peut s’écrire que
Py = X"+ Q(X) avec Q € R,[X]. La famille (Py,...,P,) étant une base de R,,[X]
(famille de polynomes a degrés étagés), @ s’écrit Q = ap Py + - - - + a, P,. Maintenant, pour
k=0,...,n, P,y va étre orthogonal a Py si et seulement si

<X"+1, Pk>

X"t p P, P = =—
( s Pr) +ap(Pr, Pr) =0 = ay e Po)

Ceci détermine donc de fagon unique le polynéme P, ;1 ce qui acheve la récurrence.

2. Prenons Q € R,,_5[X]. Alors il est clair que P, est orthogonal & Q) puisque @ est combi-
naison linéaire de P, ..., P,,_s. D’autre part, on a également la formule "miracle” suivante :

(XPn, Q) = (P, XQ)

qui vient de la définition du produit scalaire. Puisque X@Q est de degré au plus n — 1 et
que P, est orthogonal & R,,_1[X], on en déduit que l'on a également X P, L @, et donc
finalement P, — XP, 1L Q.

3. Par simplification des termes de plus haut degré, P,;; — X P, est un élément de R, [X].
Il s’écrit donc coPy + -+ + ¢, P,. Mais il est orthogonal & R, _5[X], donc orthogonal a
Py,...,P,_5. On en déduit que ¢co =c¢; = -+ = ¢,_2 = 0, et donc que

Pn+1 *Xpn = Cn—lpn—l +Cnpn

ce qui est bien le résultat attendu.

Exercice 19.
On désigne par E espace vectoriel des fonctions continues de [—1,1] dans R. On désigne par

E,, lespace vectoriel des fonctions polynomiales de [—1,1] dans R de degré inférieur ou égal &
n, ou n est un entier naturel.
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1. Existence et unicité
(a) Démontrer qu’il existe un polynoéme T & coefficients réels de degré inférieur ou égal &
n vérifiant la propriété (O) :
(V): VO e R, T(cosf) = cos(nbd)

(on pourra remarquer que cos(nf) est la partie réelle de (cos € + isin9)™).

(b) Démontrer qu'un polynome vérifiant () est unique. On D'appelle le polynéme de
Tchebychev d’indice n, on le note T,.

2. On définit alors sur [—1, 1] une fonction polyndmiale par
Vo € [-1,1], T,(x) = cos(n arccos x).
(a) Montrer que, pour tout = € [—1,1], on a
Thio(x) = 22Ty 41 (x) — T (z).

(b) Calculer Ty, Ty, Ts, T5.
(c) Quel est le degré de T;, 7 Quel est le terme du coefficient de plus haut degré de T), ?
3. Racines et extrema
(a) Montrer que, pour tout z € [—1,1], T,,(z) = 2" ' [[}Z O(x — cos0) ou O, = W
(b) On pose, pour k € {0,...,n}, ¢, = cos(km/n). Calculer || T, [|oc = sup,e(_1,1) [Tn ()],
puis prouver que |T),(ck)| = ||Tn]|lco pour tout k € {0,...,n —1}.

4. Orthogonalité

ontrer que, pour toutes ronctions j, g dans application —> est 1integrable
Mont toutes foncti dEllttJy)L(t)ttbl

sur | —1,1].
(b) Pour f,g éléments de F, on pose (f,g) f 1 f\(/tl)ifi?dt. Justifier que ceci définit un

produit scalaire sur F.
(¢) Calculer (T}, T,,) pour tout n,m € N.
5. Régularité et dérivée en 1.
(a) Justifier que T, est de classe C* sur [—1,1].
(b) Pour x €] — 1, 1], donner une expression simple de 7T} ().

(¢) Montrer que arccos(x) ~ 1/2(1 —z) quand  — 1 (on pourra utiliser un développe-
ment limité & Pordre 2 en zéro de la fonction cos). En déduire la valeur de T} (1).

1. (a) D’apres la formule du bindéme de Newton, on a

(cosf +isinf)" = Z ( > cos® 9"k sin" k9.
k_
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La partie réelle correspond aux entiers k£ pour lesquels n — k est pair. On a donc :

n

cos(nf) = R ((cos O +isinh)") = Z (Z) cos® 9"k sin"~*(9).

k=0, n—k pair
Mais, si n — k = 2p est pair, alors
sin"~*(#) = sin??(#) = (1 — cos> H)P.

Ceci achéve de prouver le fait que cos(nf) = T'(cos#), pour un polynéme T & coeffi-
cients réels de degré inférieur ou égal a n.

Si P est un autre polyndme vérifiant O, alors P(z) = T'(z) pour tout réel z € [—1,1],
puisque chaque z de cet intervalle s’écrit z = cos 6. Alors P et T sont deux polynémes
coincidant sur une infinité de valeurs. Donc P =T

A Daide des formules de trigonométrie (cosa + cosb=...), on a :
Trt2(z) + T, () = 2cos ((n + 1) arccos(z)) cos(arccos z) = 2T, 11 ().

On a immédiatement To(xz) = 1 et T1(x) = z. En appliquant la formule précédente,
on trouve que
Ty(x) = 22 — 1 puis Ty(x) = 42® — 3.

Prouvons par une récurrence double que T, est de degré n et que le coefficient dominant
de T,, est 2"~ 1. Le résultat est vrai au rang 1 et 2 d’aprés la question précédente. Si
la propriété est vraie au rang n et au rang n + 1, alors de

Tht2(z) = 220 11(2) + T (),

alors le degré de T, 1o est 1 + deg(T},) = n + 1, et le coefficient dominant est bien
2 x 2™ = 2™*1 La propriété est donc vraie aux rangs n et n + 1.

On a T, (cos 8y) = cos(km+m/2) puisque, pour z € [0, 7], arccos(cosx) = x. On a donc
T, (cos ) = 0, et comme T}, est un polynéme de degré n de coefficient dominant 271
et donc on connait n racines distinces, les cos(fx), on a la factorisation demandée.
Clairement, ||y, ||cc < sup,ep | cos(z)| = 1. D’autre part, T;,(1) = cos(n x 0) =1, et
donc ||T||oc = 1. Enfin, on a

k
arccos(cg) = o T (c) = (=1)F.

n
La fonction ¢t — f(t)g(t) est continue sur [—1, 1], elle y est donc bornée. En particulier,

il existe une constante M > 0 telle que |f(¢)g(t)] < M pour tout ¢ € [-1,1]. On a

donc
o M
VI—2| T Q-1+
Au voisinage de 1,
1 1

(=021 +072 " V21— )12
tandis qu’au vosinage de 1,

1 1
A—021+0)2 "~ V2(14t)1/2
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Or, puisque 1/2 < 1, la fonction m est intégrable au voisinage de 1, tandis que
W est intégrable au voisinage de —1. Par comparaison & une fonction positive, la

fonction ¢ — W est intégrable sur [—1, 1]. Par majoration, il en est de méme de

f(t)g(t)
t— i

Le seul point délicat a vérifier est que (f, f) = 0 entraine f = 0. On va utiliser le
théoréme suivant : si h est continue et positive sur [a, b] et si f; h(t)dt =0, alors h =0

sur [a, b]. Ici, si fil 20 g — 0, alors

Vi-t?
b
£
o V1—12
2
pour tous réels a < b contenus dans ] —1, 1. Comme ¢ — () est continue et positive

Vi—t?
sur [a, b], on en déduit que f = 0 sur [a,b]. Comme a < b sont arbitraires dans | — 1, 1],

on en déduit que f = 0 sur | — 1, 1[. La continuité de f en 1 et en —1 assure que f =0
sur [—1,1].
On va effectuer le changement de variables § = arccost, puisque arccost est un C'-

difféomorphisme de 0,7 [ sur | — 1, 1[. Alors, df = —\/%, de sorte que

(T, Trm) = /OTr T, (cos 0) Ty, (cos0) = /07r cos(nf) cos(mé)def.

Cette derniere intégrale se calcule en linéarisant ’expression, et on trouve que

0 sin#m
(T Im) = 5 sin=—m#0
m sin=m=0.

D’aprés la formule de récurrence obtenue dans une question précédente, T, coincide
avec une fonction polynomiale sur [—1, 1] et donc T, est de classe C'° sur cet intervalle.

On dérive simplement une fonction composée, et on trouve :
sin(n arccos x)
V1—a2
D’apres le développement limité a I'ordre 2 de la fonction cos en 0, on a :

lim 2(cost — 1)
t—0 t2

T, (z) =

= 1,

Puisque arccosz — 0 si z — 1, par composition des limites on a

2(cosarccosx — 1)

lim

5 =1
z—1 arccos® x

On prend la racine et on trouve

i V2@ -1

z—1 arccosx

ce qui donne 1’équivalent demandé de la fonction arccos. Maintenant, de cos(t) =
1 —t2/2 + o(t?), on tire

cos(narccosz) = 1+ n?(z — 1) + o(z — 1)
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d(ou

rz—1

On a donc T),(1) = n?.

2. Endomorphismes symétriques

Exercice 20.

Soit w un endomorphisme symétrique d’un espace euclidien E vérifiant, pour tout x € FE,
(u(z), z) = 0. Que dire de u?

Soit A une valeur propre de u, et x un vecteur propre associé. Alors on a d’une part
(u(z),x) = (z,z) = Nz

et d’autre part, par hypothese,
(u(z), 7) = 0.

Toutes les valeurs propres de u sont donc nulles. Comme u est diagonalisable, on en déduit que
u = 0.
Exercice 21.

Soit A € M,,(R) symétrique. On suppose qu’il existe p € N tel que A? = 0. Que vaut A?

Soit A une valeur propre de A, et X un vecteur propre associé. Alors on a APX = APX mais
aussi AP X = 0. Ainsi, on doit avoir AP = 0, soit encore A = 0. Ainsi, toutes les valeurs propres de
A doivent étre nulles. Mais comme A est diagonalisable, il est clair que ceci entraine que A = 0.
Réciproquement, la matrice nulle vérifie bien ceci !

Exercice 22.

Justifier que la matrice

1 -2 -2
A= -2 1 =2
-2 -2 1

est diagonalisable, et trouver P € O3(R) tel que PT AP soit diagonale.
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La matrice A est symétrique réelle, elle est donc diagonalisable. Le calcul du polynéme caracté-
ristique nous dit que —3 est valeur propre simple, et que 3 est valeur propre double. Cherchons
d’abord le sous-espace propre associé a 3. La résolution de I’équation AX = 3X montre que
I’espace propre associé est le plan vectoriel x +y+ 2z = 0. Une base de cet espace est donnée par le
vecteurs (1, —1,0) et (1,0, —1). L’orthonormalisation de cette base donne la base orthonormalisée
(1/v/2,-1/4/2,0), (1/3/6,1/+/6,—2//6). Pour I'espace propre associé a -3, il y a possibilité d’al-
ler plus vite. Comme on a affaire & une matrice symétrique, les espaces propres sont orthogonaux.
Ici, 'espace propre associé a -3 ne peut-étre que 'orthogonal du plan = + y 4+ z = 0. Un vecteur
normal & ce plan étant le vecteur (1,1, 1), une base orthonormée de 1’espace propre associée & -3
est le vecteur (1/+/3,1/4/3,1/+/3). Finalement, on trouve qu’une matrice P qui convient est :

1/vV3 1/vV2  1/V6
P=| 1/v/3 -1/V2 1/v6
1/v/3 0 —2//6

Exercice 23.

Diagonaliser dans une base orthonormée la matrice suivante :

6 —2 2
A= -2 5 0
2 0 7

La matrice est symétrique réelle, elle est donc diagonalisable dans une base orthonormée. Le
calcul de son polynéme caractéristique montre que ses valeurs propres sont 3, 6 et 9. Une base de
vecteurs propres associés est (2,2,—1),(—1,2,2),(2,—1,2). Ses vecteurs sont déja orthogonaux
(cela aurait le cas quelque soient les vecteurs propres choisis, car les espaces propres sont de
dimension 1, et ils sont orthogonaux deux & deux). Pour obtenir une base orthonormale, il suffit
de divisier chaque vecteur par sa norme. Une base orthonormale de vecteurs propres est donc :

(2/3,2/3,—-1/3),(—-1/3,2/3,2/3),(2/3,—-1/3,2/3).
Exercice 24.

Soit u : E — FE tel que, pour tous z,y € FE, on a (u(x),y) = (z,u(y)). Démontrer que u est
linéaire.

Soient z,y € E. Pour démontrer que u(z +y) = u(x) +u(y), il suffit de démontrer que le vecteur
u(z +y) — u(x) — u(y) est orthogonal & tous les vecteurs de 1’espace. Prenons donc z € E. Alors
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on a

(u(e +y) —u(@) —uly),2) = (ulz+y),2) - (u@),2) - (u(y),2)
= (z+y,u(2)) — (z,u(2)) = (y,u(2))
= 0.

Avec une méthode tout a fait similaire, on prouve que u(Az) = Au(z) pour tout A € R, et donc
u est bien linéaire.

Exercice 25.

Soit A € M,,(R). Démontrer que la matrice A7 A est diagonalisable et que ses valeurs propres
sont des réels positifs.

On remarque d’abord que la matrice AT A est symétrique. Elle est donc diagonalisable & valeurs
propres réelles. De plus, si X est un vecteur propre associé a la vecteur propre A, alors on a

ATAX = MX = XTATAX =)\ XTX = (AX)TAX =) \XTX = |JAX|? = \| X2

Ainsi, A\, quotient de deux réels positifs, est un réel positif.

Exercice 26.

Soient u, v deux endomorphismes symétrique d’un espace euclidien qui commutent, uov = vou.
1. Soit A une valeur propre de u. On pose F' = ker(u — A dg). Démontrer que F et F* sont
stables par v.
2. Démontrer qu’il existe une base orthonormale de E diagonalisant simultanément u et v.

1. Le fait que F' est stable par v ne dépend pas du fait que u et v sont symétriques. En effet,
dés que u et v commutent, si P € R[X], alors kerP(u) est stable par v. Reprouvons ce fait
dans ce cas particulier. Soit x € F, de sorte que u(z) = Az. Alors

u(v(z)) = v(u(z)) = v(Az) = dv(x)

de sorte que v(z) € F et que F est stable par v. Prenons ensuite y € F + . et prouvons que
v(y) € F*. On veut prouver que, pour tout = € F, on a

(v(y),z) =0.
Mais puisque v est symétrique, ceci est égal a
(y,v(z)) =0

puisque v(z) € F. Ainsi, ' est aussi stable par F.
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2. On va raisonner par récurrence sur la dimension de ’espace. Le résultat demandé est vrai
en dimension 1. Supposons qu’il soit vrai pour toute dimension inférieure ou égale a n — 1,
et prouvons-le en dimension n. Puisque u est symétrique, u admet une valeur propre A et
notons F' le sous-espace propre associé. F' est stable par v. Notons vg la restriction de v a F'.
C’est un endomorphisme symétrique, et donc il existe une base orthonormale (e, ..., ep)
de F diagonalisant vg. Puisque on travaille dans F', on a aussi u(e;) = Ae;. Remarquons
ensuite que F- est stable par w et par v. Notons u; et v; les restrictions respectives de
wet va FL up et vy commutent, et dim(F+) < n. Ainsi, il existe une base (f1,..., f;)
diagonalisant simultanément u; et v;. La base (e1,...,ep, f1,..., fy) est alors une base de
FE diagonalisant simultanément u et v.

Exercice 27.

x1
1 T2
Soit H la matrice H = [ —— , et soit X = . un vecteur de R".
i+g=1/, 0. n :
Tn

1. Exprimer (HX,X) & laide d’une intégrale (on pourra remarquer que Zﬂ%l =
fol i tI=2dy).

2. En déduire que la matrice H est définie positive.

1. Rappelons la formule générale pour une matrice A = (a;;)1<i j<n :
n
<AX,X> = Z A, T;T 5.
i,j=1
Ici, et utilisant I'indication, on a
n 1
<HX, X> = Z l‘ifﬂj/ .Tl+j72dx.
i,5=1 0
Utilisant la linéarité de l'intégrale et reconnaissant un carré, on obtient :

1 n
(HX, X) = / Z:cia:jx”j*zdx

0 ;=1

1/ n ' 2
/ Z x| da.
0 \i=1

2. De la formule précédente, on déduit immédiatement que H est positive. Démontrons qu’elle
est définie positive. En effet,si (HX, X) = 0, alors, puisqu’on intégre une fonction continue
et positive sur [0, 1] dont l'intégrale doit étre nulle, on déduit que

Yz € [0, 1],2%—:&’1 =0.
i=1
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Un polynoéme ayant une infinité de racine étant le polynéme nul, on en déduit que tous les
x; sont nuls, soit encore que X est nul. Ainsi, H est bien définie positive.

Exercice 28.

Quel est le sous-espace vectoriel engendré par les matrices symétriques définies positives dans

Mo (R)?

Soit A une matrice symétrique quelconque. Il existe une matrice inversible P telle que A = PDPT,
ol D est une matrice diagonale, D = diag(A1, ..., Ay). Soit M > max(|A1],...,|An]). On consideére
les deux matrices suivantes :

B = Pdiag(M + \1,..., M + \,)PT et C = Pdiag(M, ..., M)P".

Alors B et C sont deux matrices symétriques définies positives, et A = B — C. L’espace vectoriel
engendré par les matrices symétriques définies positives contient donc toutes les matrices symé-
triques. Comme 1’ensemble des matrices symétriques est un espace vectoriel, on en déduit que
c’est le sous-espace vectoriel recherché.

Exercice 29.

Soit E un espace vectoriel euclidien. Un endomorphisme symétrique u € S(F) est dit positif si
pour tout x de E, (u(z),z) > 0. Il est dit défini positif si pour tout  de E non nul, (u(x),x) > 0.
On notera ST (E) I'ensemble des endomorphismes symétriques positifs, et ST (FE) I'ensemble
des endomorphismes symétriques définis positifs.
1. Soit u € S(E). Montrer que u appartient & S*(F) si et seulement si ses valeurs propres sont
positives ou nulles. Donner une condition nécessaire et suffisante sur les valeurs propres de
u € S(E) pour que u € STT(E).
2. Soit u € ST(E), M1,...,\, ses valeurs propres (distinctes), et E; = ker(u — A\;Idg). On
définit v; par v;(z) = VN siz € By, et v;(x) = 0siz € Ei-. On note enfin v = vy +- - +vp.
Justifier que v2 = v ov = u, et que v est positif.

3. Soit w un autre élément de ST (E) tel que w? =

u.
(a) Montrer que wu = uw.
(b) En déduire que w(E;) C E;.
(¢) Soit w; 'endomorphisme induit par w sur E;. Vérifier que w; est symétrique positif,
puis diagonaliser w;.
(d) En déduire que w = v.
4. Soit f € GL(E).
(a) Montrer que f*o f € STT(E).
(b) Montrer qu’il existe un unique couple (h,g) € O(E) x STT(E) tel que f = hog.
Cette factorisation s’appelle décomposition polaire de f.
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1. Puisque u est symétrique, il existe une base orthonormée B = (ey,...,e,) de vecteurs
n
propres, correspondant aux valeurs propres Ai,...,A,. Prenant € E, x = )" | z;e;, on

a
n

(u(x),z) = Z N
i=1
Si toutes les valeurs propres sont positives, on en déduit que cette quantité est positive.
D’autre part, s’il existe une valeur propre strictement négative, par exemple Aj, alors
(u(e1),e1) = A1 < 0, et u n’est pas positif. Pour que u soit défini positif, il est nécessaire et
suffisant que toutes les valeurs propres de u soient strictement positives. Le raisonnement
est identique.

2. D’apres le théoréme spectral, les E; sont en somme directe orthogonale. Ainsi, si x € E;,
on a vj(z) = 0sij #ietv(x) =Nz Ainsi, v(z) = vi(z) + - + vp(x) = VAiz,
et 1)2(37) = \;x. Puisque F1 @& --- ® FE, = E, la relation est vraie sur F tout entier par
recollement. D’autre part, v est symétrique positif, car chacun des v; est symétrique positif.

3. () Ona:wou=u?ou=ud=uou?=uow.

(b) Il est bien connu que si deux endomorphismes commutent, le noyau de tout polynéme

en 'un est stable par ’autre. En particulier, les sous-espaces propres de u sont stables
par w.

(¢) w; est un endomorphisme symétrique positif, car c’est la restriction & un sous-espace
stable d’'un endomorphisme positif. w; est donc diagonalisable dans une base ortho-
normale. En outre, si u est une de ses valeurs propres, associée au vecteur propre y, on
aw(y) =py = w?(y) = p?y = \iy. 1l vient p = /);, puisque u est positif. Ainsi,

(d) On retrouve w comme w = wy + - - - + wy,. Ainsi, w coincide avec v sur chaque E;, et
donc w = v (par recollement).

4. (a) Siz#0,o0na:
(f*(f(@)),z) = (f(2), f(z)) >0,
car f(x) # 0 puis que [ est inversible.

(b) Prouvons d’abord 1'unicité, en supposant que f = g1o0h; = gaohs. On a nécessairement
f*o f = h?= hi Puisque h; et hy doivent étre symétriques positifs, le résultat des
questions précédentes prouve que h; = hs. On en déduit, en inversant hy et ho, que
g1 = go. Ce raisonnement nous guide alors pour l'existence. Posons h la racine carré
positive de f*f, qui est donnée par les questions précédentes. Il faut remarquer que
h est définie positive, car h est inversible puisque h? l’est. On pose ensuite g = fh™1,
de sorte que g*g = h='f*fh™' = h 'h?2h~! = Idg, ce qui prouve que g est un
endomorphisme orthogonal.

Exercice 30.

Soit E un espace euclidien de dimension n et soit v un endomorphisme symétrique de E. On
suppose que Tr(u) = 0.

1. Démontrer qu'il existe € E, x non-nul, tel que (u(z),z) = 0.

2. En déduire qu’il existe une base orthonormée de F dans laquelle la matrice de u a tous
ses coefficients diagonaux nuls.
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1.

Soit (eq,...,e,) une base orthonormée de E dans laquelle la matrice de u est diagonale.

Alors on a
n

Tr(u) = Z(u(ei), €i).

i=1
Mais si on pose © = e; + -+ + e,, on a aussi (u(e;),e;) = (u(e;),z) puisque u(e;) est
proportionnel a e;. On en déduit donc que

n

D (ules),x) =0 = (u(x),z) =0.

=1l

On va raisonner par récurrence sur n, le résultat étant clairement vrai si n = 1. Supposons
maintenant le résultat vrai au rang n — 1 et prouvons-le au rang n. Soit x le vecteur

donné par la question précédente. On peut supposer que ||z|| = 1. Posons F = vect(x) et
G = vect(x)*. Considérons aussi (yi,-..,%,_1) une base orthonormée de G. Dans la base
orthonormée (z,y1,...,Yn—1), la matrice de u s’écrit

0 =

* B
ou B est symétrique. Soit v '’endomorphisme symétrique de G dont la matrice dans la base
orthonormée (y1, . . .,Yn, ) est B. Alors par hypothése de récurrence, il existe une base ortho-

normée (z1,...,2,—1) de G telle que la matrice de v dans cette base a tous ses coefficients
nuls. Il en est de méme de la matrice de u dans la base orthonormée (z,y1,. .., yn)-

Exercice 31.

Soit E un espace euclidien de dimension n > 2. Un endomorphisme u € L(E) est dit antisymé-
trique si

Yo,y € E, (u(@),y) = —(z, u(y)).

Le but de I'exercice est d’étudier certaines propriétés des endomorphismes antisymétriques.

1.
2.

®© N o o

Montrer que u est antisymétrique si et seulement si, pour tout = € E, (z,u(x)) = 0.

Montrer que u est antisymétrique si et seulement si sa matrice dans toute base orthonor-
male est antisymétrique.

On fixe pour la suite de l’exercice un endomorphisme antisymétrique v € £L(E). Démontrer
que Im(u) = (keru)*.

Soit F un sous-espace de E stable par u. Démontrer que F'*- est stable par .

Montrer que ker(u) = ker(u?).

Démontrer que le spectre de u est soit vide, soit restreint & {0}.

Montrer que u? est diagonalisable et que ses valeurs propres sont négatives.

Soit F' un espace euclidien, v € L£(F) antisymétrique tel que v?> = —a?Idp, ot a > 0.
Démontrer qu’il existe une base orthonormale de F' telle que la matrice de v dans cette
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base soit de la forme

J@) 0 0
Ala) = 0 J'(oz) 0 :
0 ()

ou

. En déduire qu’il existe une base orthonormale de E dans laquelle la matrice de u a pour
forme

A(Oél) 0 . 0 0
0 A(Oéz) 0 : :
0 oo Alay)
0 e 0
. D’une part, il est clair que si u est antisymétrique, alors (u(z), z) = —(z,u(x)) = —(u(zx), x)

et donc (u(x),z) = 0 pour tout z € E. Réciproquement, supposons que (u(z),z) = 0 pour
tout z € F et considérons z,y € E. Alors on a

(u(z+y),z+y) =0
et aussi

(uz+y),z+y = (u@)z)+ u@)y) + (uy)z) + (uy),y)

ce qui prouve que

et donc que u est antisymétrique.

. Soit w € L(E), soit (eq,...,e,) une base orthonormale de E et soit A la matrice de u
dans cette base. Alors on a a; ; = (u(e;), e;) pour tous ¢, j. Supposons désormais que u est
antisymétrique. Alors pour tout couple (i, ), on a

aij = (u(ej), e;) = —(ule), e5) = —aj;

et la matrice A est bien antisymétrique. Réciproquement, supposons que A est antisy-
métrique, et prouvons que u est bien antisymétrique. On sait que l'on a (u(e;),e;) =
—(u(e;), €j). Fixons maintenant z,y € E et écrivons les = > 1" | xie; et y = Y., yie;.
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On a alors

=
—
&
£
[

<iju(ej>vzyiei>

= Y zyilule), )

4,J=1

= = Z .iji<€j7u(ei)>

i,j=1

- <Z Tjej, Zym(ei)>
= —(z,u(y))

ce qui prouve bien que u est antisymétrique.

. Pour démontrer que Im(u) = (keru)=, il suffit de démontrer que Im(u) C (keru)®, puis de
remarquer que ces deux sous-espaces ont la méme dimension, qui vaut dim(E)—dim(ker(u)).
Prenons donc y € Im(u), que 'on écrit y = u(z) et soit z € ker(u). Alors on a

<y72> = <’U,({IT)7Z> = —<£E7U(Z)> =10
et donc on a bien y € (keru)t.
. Soit x € F et y € F-. Alors on a

(u(y), z) = =(y,u(x)) =0

puisque y € F+ et u(z) € u(F) C F.

. On a toujours ker(u) C ker(u?). Réciproquement, soit = € ker(u?). Alors

lu(@)]|* = (u(z), u(2)) = —(z,u*(z)) = 0

et donc x € ker(u).

. Si le spectre de u n’est pas vide, soit A une valeur propre de u et x un vecteur propre
(non-nul) associé. Alors
(u(x),z) =0

alors que 'on a aussi
(u(@),z) = Al|z||?

et donc A = 0.

. Il est facile de prouver que u” est diagonalisable, car en effet, u
symétrique : pour tous x,y € F,

(u?(2),y) = —(u(@), u(y)) = (z,u*(y))-

Soit maintenant A une valeur propre de u2, de vecteur propre associé . Comme ci-dessus,
on a

2 2

est un endomorphisme

(u?(z),x) = Allz]]*.

D’autre part,
(W (2), 2) = —(u(@), u(z)) = ~|lu(@)|?,

ce qui prouve bien que A < 0.
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8. On va procéder par récurrence sur la dimension de F. Remarquons déja que la dimension de
F' ne peut pas étre égale a 1. En effet, en dimension 1, un endomorphisme antisymétrique
ne peut étre que nul (regarder par exemple la matrice). Supposons donc que F' soit de

dimension 2. Soit e; un vecteur unitaire de F', et soit es = év(el). On a alors

1
v(eg) = an(el) = —ae;.

Ainsi, la matrice de v dans la base (e, ez) est bien J(a). Reste a voir que (e, ez) est une
base orthonormée. On a en effet

1 1
(e1,€2) = a<€1,v(61)> = —a<v(61)’61> = —(e2,€1)
et donc (e1,e2) = 0. D’autre part,
2 1 —1 2 2
lezl” = —5 (v(er), v(er)) = —5{er,v™(e1)) = lleal” = 1.

Supposons désormais le résultat démontré pour toute dimension inférieure ou égale a p — 1
et démontrons-le en dimension p. Soit (e1, e2) une famille orthonormale de F' définie comme
dans le cas de la dimension 2. Posons G = vect(eq,ez)®, qui est stable par v, et v est
un endomorphisme antisymétrique de G. Par '’hypothese de récurrence, on peut trouver
une base orthonormale (e3, ..., e,) de G telle que la matrice de v|¢ ait la bonne forme. La
matrice de v dans la base orthonormale (ei,...,e,) de v a alors la forme voulue.

9. Notons —a?,. .., —a? les valeurs propres non-nulles de u?, et E; les espaces propres associés.
On sait que
E=E & - @ E, ®ker(u?)

et la somme est orthogonale. On réduit ensuite u dans chaque sous-espace propre de u? en
utilisant la question précédente, et puisque ker(u) = ker(u?), u est I’endomorphisme nul sur
ker(u?). En recollant toutes ces bases orthonormales, on obtient la réduction voulue pour
U.

3. Endomorphismes orthogonaux

Exercice 32.

Quelles sont les matrices orthogonales triangulaires supérieures ?

On va prouver que ce sont les matrices diagonales dont les coefficients diagonaux sont égaux a
+1. Commencgons par la premiere colonne de la matrice M orthogonale et triangulaire supérieure.
Puisque sa norme vaut 1, et que seul le premier coefficient est non-nul, celui vaut +1. Considérons
désormais la deuxieme colonne, dont les coefficients éventuellement non-nuls sont m; o et ma o.
Puisque la premiére colonne est orthogonale a cette colonne, on a £m; 2 = 0 et donc m; 2 = 0. En
considérant la norme, on trouve que mg 2 = 1. Considérons maintenant la troisieme colonne. Ses
coefficients éventuellement non-nuls sont mq 3, ma 3 et ms 3. Ecrivons que la troisiéme colonne
est orthogonale & la premiére. On trouve m; 3 = 0. Ecrivons ensuite que la troisiéme colonne
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est orthogonale a la seconde. On trouve my 3 = 0. Le calcul de la norme donne ms3 = +1. On
continue ainsi pour chaque colonne. Réciproquement, une matrice diagonale dont les coefficients
diagonaux sont égaux & *+1 est bien une matrice orthogonale.

Exercice 33.

Soient (a,b,c) € R?, on pose S =a+b+cet o =ab+bc+ca, et

b
M = a
c

>0
SISl Y

1. Démontrer que M € O3(R) si et seulement o =0 et S = +1.
2. Démontrer que M € SO3(R) si et seulement si 0 =0 et S = 1.

1. On sait que M € O3(R) si et seulement si les colonnes forment une base orthonormale de
R3. Or, le produit scalaire de deux colonnes différentes est toujours égal & o, et la norme
de chaque colonne vaut (a? 4 b? + ¢?)/2. On a donc

M€ O3(R) <= o=0et (a>+b*+c?) =1.

Or,sioc =0, on a
S?=a>+b2+c?+20=a>+b*+ %
On en déduit donc que
MeOsR) = 0=0etS?=1 < oc=0et S ==+l.
2. On a
M e SO3(R) <= M€ O3(R) et det(M)=1 < oc=0et S==1et det(M)=1.
Calculons le déterminant de M. On a
a
det(M) = | ¢

o 8 o
L T O

b

a+b+c
= |a+b+c
at+b+ec

= (a+b+¢)

== o o
O 2 S 2@ o0
ISEIES RN

1 b G
= S0 a-b b—c

0 c—b a—c
= S(a® +b*+c* —ab—bc — ca)
= S5(S? - 30)

\
N
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sous ’hypothese S = £1 et ¢ = 0. Ceci prouve le résultat.

Exercice 34.

Soit £ = R3[X] muni du produit scalaire (P, Q) = f_ll P(t)Q(t)dt. On considere 'endorphisme
de E défini par ¢(P)(X) = P(—X). Démontrer que ¢ est une symétrie orthogonale.

Il faut d’abord prouver que ¢ est une symétrie, c’est-a-dire que ¢ o ¢ = Id. Mais c’est clair, car
P(—(=X)) = P(X). 1l faut aussi démontrer que ¢ est une symétrie orthogonale, c’est-a-dire que
¢ conserve le produit scalaire, ou encore que

(¢(P),6(Q)) = (P, Q)

pour tous polynémes P, Q) € E. Mais,

1 1
(S(P), H(Q)) = / P(—1)Q(~t)dt = / P(HQ()dt = (P.Q),

=1 =1l

le seul argument utilisé étant le changement de variables u = —t.

Exercice 35.

Soit E un espace vectoriel euclidien, et a € E\{0}. On pose

(a,7)

Sa(x) =2 —2 (@.a)

)

Montrer s, est un endomorphisme orthogonal. Calculer ker(s, — id), ker(s, + id). Décrire alors
géométriquement s, .

Posons F' = Vect(a) et G = a*. Soit € F, que I'on décompose en z = g + Aa, avec g € G. On

a alors :
(a, \a)

(a,a)
Ceci prouve en particulier, a I’aide de la relation de Pythagore, que ||z]|? = ||s4(2)]|? = ||g]|* + N2,

et que 'endomorphisme est orthogonal. Le calcul précédent prouve en outre que ker(s, —id) = G
et ker(s, + id) = Vect(a). Ainsi, on a

Sa(x) =2 —2

a=Aa+g—2\a=g-— Aa.

ker(s, — id) ®* ker(s, +id) = E.

s, est la symétrie orthogonale par rapport & ’hyperplan a'.
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Exercice 36.

Soit F un plan vectoriel euclidien orienté, et soient u et v deux vecteurs unitaires de E. Déter-
miner les automorphismes orthogonaux qui envoient w sur v.

Il suffit de déterminer les rotations et les symétries qui envoient w sur v. Pour les rotations, c’est
treés simple : il ne peut que s’agir de la rotation d’angle (u,v). Pour les symétries, il y a deux cas
a distinguer :
— Si u = v, alors il ne peut s’agir que de la symétrie orthogonale par rapport a vect(u,v).
— Si u # v, alors soit s une symétrie orthogonale par rapport a la droite D qui envoie u sur
v. Notons e; un vecteur directeur unitaire de D, et e; un vecteur unitaire orthogonal a e;.
L’expression analytique de la symétrie s est

s(z1e1 + xaes) = x1€61 — T2€2.
Notons u = uje; + uges et v = vieg + vaes. Alors s(u) = v entraine u; = vy et ug = —vs.
Faisons la somme de u et v, on en déduit que e; est proportionnelle a u + v et donc s est

la symétrie orthogonale par rapport & vect(u + v) (ce que 'on pouvait bien siir prouver &
laide d’un dessin et d’un raisonnement purement géométrique).

Exercice 37.

1 8 —4
On considere la matrice M = % 8§ 1 4 |. Vérifier que M est une matrice orthogonale
-4 4 7

et symétrique. Sans calculer son polynéme caractéristique, justifier que M est diagonalisable,
déterminer ses valeurs propres avec multiplicité, et calculer son polynéme minimal.

La matrice M est clairement symétrique, et on vérifie qu’elle est orthogonale en vérifiant que les
vecteurs colonnes sont de norme 1 et orthogonaux deux a deux. Puisque M est symétrique réelle,
elle est diagonalisable dans R, notons A1, A2 et A3 ses valeurs propres. Puisque M est une matrice
orthogonale, c’est une isométrie et donc \; € {—1,1}. De plus, on sait que M est semblable
a la matrice diagonale avec Aq, Ay et A3 sur la diagonale. Comme la trace est un invariant de
similitude, on doit avoir A\; + A + A3 = 1. La seule possibilité est que 1 est valeur propre double,
et —1 est valeur propre simple. De plus, puisque M est diagonalisable, son polynéme minimal est
scindé a racines simples et vaut donc (X — 1)(X + 1).

Exercice 38.

Caractériser géométriquement I’endomorphisme de R? canoniquement associé &

1 -8 4 1
1 4 =8
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On remarque que la matrice A est symétrique et orthogonale. L’endomorphisme canoniquement
associé est donc une symétrie orthogonale. Pour le déterminer compléetement, il suffit de déter-
miner ’ensemble de ses points invariants. On résout donc I’équation AX = X, et on trouve
que 'ensemble des points invariants est F' = vect(1,4,1). A est donc la matrice, dans la base
canonique, de la symétrie orthogonale par rapport a F', ou encore du retournement par rapport
aF.

Exercice 39.

Caractériser 'endomorphisme f de R3 dont la matrice dans la base canonique est

On vérifie que les colonnes de A forment une base orthonormée. Ainsi, f est un endomorphisme
orthogonal. De plus, det(A4) = 1. f est donc une rotation. Cherchons son axe en cherchant ses
points fixes. L’équation AX = X donne que I’axe est la droite vect(1,1,1). Posons v = (1,1,1).
Pour déterminer ’angle de cette rotation, que ’on note 8, on remarque qu’en écrivant la matrice
de f sous forme réduite, on a Tr(A) = 1+2cos 6. Or, Tr(A) = 2, et donc cos(f) = £, soit 6 = +F
modulo 27. Pour conclure quant au signe de 6, on peut remarquer que, posant v = (1, —1,0), qui
est orthogonal & u, alors la base (u,v, f(v)) est directe, ce qui signifie que € €]0, 7| modulo 27.
On en déduit donc que f est la rotation d’axe dirigé par (1,1, 1) et d’angle 7/3.

Exercice 40.

L’espace R? est muni de sa structure canonique usuelle d’espace euclidien orienté. La base
canonique est noté (i,j, k). Le vecteur (1,1,1) = i + j + k est noté ¢. Dans cet exercice, on
souhaite calculer la matrice M dans la base canonique de la rotation r d’axe R7 et d’angle 27/3.

1. Méthode 1 : en étudiant la restriction de r au plan affine P d’équation z +y + z = 1,
déterminer la matrice M.

2. Méthode 2 : En utilisant la matrice de r dans une base orthonormée directe donc le premier
vecteur est le vecteur %17, déterminer M.

1. Utilisons les notations affines suivantes : O = (0,0,0), A= 0+, B=0+j,C =0+ k.
Alors ABC est un triangle équilatéral du plan P. De plus, la droite affine O + Rv est
orthogonale au plan P et elle coupe ce plan en (1/3,1/3,1/3), centre de gravité du triangle
équilatéral ABC'. Donc la restriction de r au plan P transforme A en B, B en C et C en
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A. Ceci permet de conclure que (i) = j, 7(j) = k et (k) = i. Donc

M =

O = O

0
0
1

O O =

Cette méthode est facile mais un peu particuliere puisqu’elle dépend fortement de la nature
géométrique de r. La méthode de la question 2 est plus générale.

2. Soit e; = %17: (1/v/3,1/v/3,1/4/3). Le vecteur ey = \%(1, —1,0) est unitaire et orthogo-
nal a e;. Posons ensuite es = e A es, de sorte que

L (1,1,-2)
€3 = —=(1,1,—2).
V6
La famille B = (e1, €2, e3) est une base orthonormée directe de R?. La matrice de r dans
cette base est

1 0 0 1 0 0
My =] 0 cos(2r/3) —sin(27/3) 0 —-1/2 —/3/2
0 sin(27/3)  cos(27w/3) 0 V3/2 —1/2

La matrice de passage de la base canonique a la base (e, ea, e3) est

1 1 1
V3 V2 6
P= 1 =1 1
5B A
n 0 %
Par les formules de changement de base, on a
M = PM, PT.

Tout calcul fait, on retrouve bien siir la méme matrice qu’a la premiére question !

Exercice 41.

Déterminer les réels a, b, ¢, d, e tels que la matrice

A:

sk = g
sk

représente une rotation de R3.

A va représenter une rotation si et seulement si ses vecteurs colonnes forment une base ortho-
normée directe de R3. Pour que la premiére colonne soit de norme 1, il faut et il suffit de a = 0.
Pour que la deuxieme colonne soit orthogonale a la premiere, il faut et il suffit que b = —%.

w

Remarquons que dans ce cas la deuxiéme colonne est bien de norme 1. Pour déterminer c,d, e,
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plusieurs méthodes sont envisageables :

— La plus simple est d’utiliser le produit vectoriel. Si (u,v) est une famille orthonormale,
le seul vecteur w tel que (u,v,w) forme une base orthonormée directe est w = u A v. On
trouve alors facilement que ¢ = —%, d= % et e = %.

— On écrit toutes les relations connues : l'orthogonalité de la premiere et de la troisieme
colonne donne ¢ + e = 0, celle de la deuxieme et de la troisieme donne c+d — e = 0. On
obtient alors ¢ = —e et d = 2e. Sachant que ¢ + d? + e = 1, ceci permet de déterminer e
au signe pres. On calcule alors le déterminant de la matrice A, qui doit étre égal a 1, pour

trouver le signe de e.

Exercice 42.

Soit E un espace vectoriel de dimension 3, et soit f € O~ (E). Démontrer que f est la composée
d’une rotation d’axe une droite D et de la réflexion par rapport & D+.

Il existe une base orthonormale (u,v,w) de F telle que la matrice de f dans cette base orthonor-

male soit de la forme
-1 0 0

0 cosf —sinf
0 sinf cosf

Notons D = vect(u) de sorte que D+ = vect(v,w). Soit s la réflexion par rapport & D*. Sa
matrice dans la base (u,v,w) est

-1 0 0
0 1 0
0 0 1
Ainsi, la matrice de so f est
1 0 0
0 cosf —sinf

0 sinf cosf

L =5, on a bien

C’est bien la matrice d’une rotation r d’axe D. Puisque s~
f=ros=sor

qui est donc la composée d’une rotation et d’une réflexion.

Exercice 43.
Soit E un espace vectoriel euclidien et u € L(F) tel que, pour tout z,y € E,
(z,y) =0 = (u(z),u(y)) = 0.

1. Démontrer qu’il existe k € R tel que, pour tout © € E, |lu(z)|| = k||z|| (on pourra
considérer une base orthonormée (eq,...,e,) de E et les vecteurs e + e;, e1 — €;).

2. En déduire que u est la composée d’une homothétie et d’'un endomorphisme orthogonal.
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1. Soit (e, ..., e,) une base orthonormée de E. Remarquons d’abord que le résultat est immé-
diat si n = 1, les seules applications linéaires de R dans R étant les applications de la forme
u(x) = kx. Supposons maintenant que n > 2 et pour @ € {2,...,n}, posons = = e; + ¢; et
y =e; —e;. Alors

(x,y) = (e1,e1) — {e;,e;) = 0.

On en déduit que (u(z),u(y)) = 0. Mais en développant, on trouve

(u(@),u(y)) = (u(er), u(er)) — (ules), u(es))-

Ainsi, en notant k? = (u(e;),u(e1)), on a {(u(e;),u(e;)) = k? pour tout i = 1,...,n. De
plus, on a pour i # 7,
(u(ei), u(e;)) = (ei, e5) = 0.

Ainsi, (u(e1),...,u(en)) est une base orthogonale de E. Maintenant, si z € F, on le décom-
pose en x = y ., x;e; de sorte que u(z) = Y., z;u(e;). On calcule la norme de |u(z)]|
en utilisant la base orthogonale (u(e1),...,u(e,)) de sorte que

lu@)|* = aflulen)l® = k2 ) af = k|2
i=1 i=1

2. Sik =0, alors u = 0 est u est la composée de ’homothétie de rapport 0 et de n’importe quel
endomorphisme orthogonal. Si k # 0, notons h ’homothétie de rapport k, de sorte que h~!
est I'homothétie de rapport 1/k. Alors, si v =h~'ou, on a [[v(z)|| = |lu(z)| = [|z|. Donc
v est un endomorphisme orthogonal et w = hov est bien la composée d’un endomorphisme
orthogonal et d’une rotation.

Exercice 44.

Soit E un espace vectoriel euclidien, soit u € O(FE) et soit F' un sous-espace vectoriel de E.
1. Démontrer que u(F*) = [u(F)]L

2. On dit que F est stable par u si u(F') C F. Démontrer que F' est stable par u si et seulement
si F- est stable par u.

1. Prenons x € E. Puisque u est un automorphisme de F, on sait qu’il existe un unique y € E
tel que = u(y). On a alors la chaine d’équivalence :

reu(Ft) < yeFt
< Vz€eF (y,z)=0
— VzeF (uly),u(z))=0
< VzeF, (z,u(z))=0

— z€ [ulF) .

2. Remarquons d’abord que si F est stable par u, on a en réalité u(F) = F. En effet, u étant
un automorphisme de F, il préserve la dimension des sous-espaces. Supposons ensuite que
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F est stable par u, et donc que w(F) = F. Alors d’apres la question précédente, on a :
w(FH) = [w(F)] " = F*

et donc F'* est stable par u. La réciproque se démontre exactement de la méme facon, en
remarquant que (F4+)+ = F.

Exercice 45.

Soit F un espace vectoriel euclidien et soit f : E — E une application telle que

Vr,y € E, (f(z), f(y)) = (z,y).

1. Démontrer que 'image d’une base orthonormale de E par f est une base orthonormale.

2. En déduire que f est linéaire.

1. Soit (eq,...,e,) une base orthonormale de E. Alors on a, pour tout 4,5 dans {1,...,n},

(f(ei), f(e)) = (e €))
ce qui prouve bien que (f(e;)) est une base orthonormale de E.

2. On travaille toujours dans la base orthonormée précédente. Prenons x € E et écrivons-le

n

x = Z(:c, €;)e;.

i=1
Alors
(f(z), f(ei)) = (x, eq).
De plus, puisque (f(e1),..., f(en)) est une base orthonormale de F, on sait que

n

flx) = Z<f($)7f(ei)>f(ei)

= D (@e)fle)

g=il

Autrement dit, on a prouvé que si on écrit x = Y| z;e;, alors f(z) = > | z; f(e;). Ceci
suffit & prouver que f est linéaire. En effet, prenons également y = > | y;,e; € E et A € R.
Alors on a d’une part :

flx) = Zfﬂif(ei)
i=1
) = Y uie)

n

F@)+ M@ = ) (@i + i) fe)

=1
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et d’autre part

Z(ﬂfi + Ayi)e
Z(aﬁz + Ayi) f(e:)

g=il

T+ Ay

f(z+Xy)

ce qui prouve bien que f est linéaire.

Exercice 46.

Soit E un espace vectoriel euclidien et soit v € O(E). On pose v = u — Id.
1. Démontrer que ker(v) = (Imv)*. En déduire que ker(v)* = Im(v).
2. Soit

Démontrer que pour tout x € E, (u,(x)) converge vers le projeté orthogonal de = sur kerv.

1. Soit = € kerv, c’est-a-dire que u(z) = z. Alors, pour tout y € Im(v), y = v(z) = u(z) — z,
(2, y) = (,u(2) - 2) = (z,u(2)) = (2, 2) = (u(@),u(2)) - (z,2) = 0

car u est un endomorphisme orthogonal. On a donc ker(v) C (Im(v))*. Comme, par le
théoréme du rang et le fait que dim(F+) = dim(E) — dim(F), ces deux sous-espaces ont la
méme dimension, ils sont donc égaux. L’autre égalité se déduit immédiatement en prenant
les orthogonaux.

2. Ecrivons # = a+ b avec a € ker(v) et b € ker(v)*. Puisque v(a) = 0, on a u(a) = a, et donc
il est facile de vérifier que u,(a) = a. D’autre part, calculons u,,(b). Pour cela, on remarque
que b € Im(v) et donc que b = v(¢) = u(c) — c¢. Mais alors,

un(b) = un(v(c))

1= 1
= - Zuk+1(c) - Zuk(c)
k=0

1 1

= —u c)— —c

et ceci tend vers 0 lorsque n tend vers I'infini (on utilise & nouveau que 'endomorphisme est

orthogonal, et donc que [[u™*1(c)| = |l¢|). On en déduit que u,(x) tend vers a, le projeté
orthogonal de x sur kerv.
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